
2.1 वर््ग को दोगुना करना 
बौधायन ने अपनी रचना शलु््बसतू्र (लगभग 800 सामान््य सवंत परू््व) मेें निम््नलिखित प्रश्‍न पर विचार 
किया— 

किसी दिए गए वर््ग के क्षेत्रफल के दोगनुा क्षेत्रफल वाले वर््ग की रचना किस 
प्रकार की जा सकती ह?ै 

पहला अनमुान यह हो सकता ह ै कि वर््ग की प्रत््ययेक भजुा को दोगनुा 
कर दि‍या जाए लेकिन क््यया इस नए वर््ग का क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का 
दोगनुा होगा? 

यह सरलता से दखेा जा सकता ह ैकि नए वर््ग का क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का 2 × 2 = 4  
गनुा होगा। 

तब हम एक दोगनुा क्षेत्रफल वाले वर््ग को किस प्रकार बना सकते हैैं? बौधायन ने अपने  
शलु््बसतू्र (श््‍ललोक 1.9) मेें इस प्रश्‍न का सहज उत्तर दिया—

किसी वर््ग का विकर््ण एक ऐसे वर््ग का निर््ममाण करता ह ैजोकि मलू वर््ग के क्षेत्रफल का दोगुना होता ह।ै

बौधायन के अनसुार मलू वर््ग के विकर््ण को भजुा मानकर एक नए वर््ग को बनाना एक मखु्‍य 
समाधान ह।ै 

बौधायन-पाइथागोरस प्रमेय 2
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नए बिदकुित वर््ग का क्षेत्रफल, मलू वर््ग के क्षेत्रफल से दोगनुा क््योों ह?ै
शलु््बसतू्र मेें वर््णणि‍त अनेक रचनाओ ंमेें आवश््यकतानसुार क्षैतिज 

और ऊर््ध्ववाधर रेखाओ ंका निर््ममाण करना वांछनीय ह।ै बौधायन ने इन 
रेखाओ ंको ‘परू््व-पश््‍चचिम’ और ‘उत्तर-दक्षिण’ रेखाए ँकहा ह,ै जो कि 
एक-दसूरे के लंबवत हैैं। नए वर््ग का क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का 
दोगनुा क््योों ह,ै यह दखेने के लिए क््यया आप कुछ क्षैतिज और ऊर््ध्ववाधर 
रेखाए ँबना सकते हैैं? दाहिनी ओर बने चित्र के अनसुार आप कुछ 
क्षैतिज व ऊर््ध्ववाधर रेखाए ँबना सकते हैैं।

मलू वर््ग की ऊर््ध्ववाधर एवं क्षैतिज रेखाओ ंका विस््ततार करने पर वे बिदकुित वर््ग के शीर्षषों 
से होकर क््योों जाती हैैं?

[सकेंत— वर््ग के विकर््ण गणुधर््म के अनसुार किसी कोण को समद्विभाजित करने वाली  
रेखा सम््‍ममुख, शीर््ष से होकर जाती ह।ै मलू वर््ग की क्षैतिज व ऊर््ध्ववाधर भजुाए ँबिदकुित वर््ग के दो 
कोणोों को समद्विभाजित क््योों करती हैैं? तर््क  दीजिए]

अत: नए वर््ग का क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का दोगनुा इसलिए होता ह ैक््योोंकि मलू वर््ग दो 
छोटे त्रिभजुोों से निर््ममित ह ैजबकि नया वर््ग चार छोटे त्रिभजुोों से निर््ममित ह।ै 

इसके अतिरिक्‍त ये सभी छोटे त्रिभजु एक दसूरे के सर््वाांगसम हैैं। क््यया आप इसकी व््ययाख््यया कर 
सकते हैैं कि ऐसा क््योों ह?ै 

कुछ और क्षैतिज व ऊर््ध्ववाधर रेखाओ ंको जोड़ने से स््थथिति और भी स््पष्‍ट हो जाएगी—

गणि‍त
चर््चचा
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अत: हम वर्गगों का निम््नलिखित अनकु्रम बना सकते हैैं—

चित्र मेें प्रत््ययेक वर््ग का क्षेत्रफल उससे पहले आए वर््ग के क्षेत्रफल का दोगनुा ह ैक््योोंकि वे 
क्रमश: 2, 4 और 8 छोटे त्रिभजुोों से निर््ममित हैैं।

कागज के उपयोग से वर््ग को दोगुना करना

किसी कागज को दो समान वर्गगों के रूप मेें काटिए। इसके पश््‍चचात नीच ेदर््शशाए गए चित्र के अनसुार 
उन पर रेखाए ँबनाइए, नाम लिि‍खए तथा उन्‍हें काटिए—

वर्गग 1 एक समाान वर्गग 2 

1 3

2

4

5 7

6

8

अब वर््ग 1 के चारोों ओर कागज के टुकड़े 5, 6, 7 व 8 को इस प्रकार रखिए कि आपको दोगनुा 
क्षेत्रफल वाला वर््ग प्राप्‍त हो जाए। 
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2.2 वर््ग को आधा करना

मान लीजिए हमारे पास एक वर््ग ह ैऔर हम एक ऐसा वर््ग बनाना चाहते हैैं 
जिसका क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का आधा हो। आप इसे किस प्रकार 
बनाएगँे?

इसे बनाने की एक विधि पिछले भाग की रचना को उलट दनेा ह।ै हम बड़े 
वर््ग के भीतर एक झकुा हुआ छोटा वर््ग बनाते हैैं, जैसे—

भीतर वाले छोटे वर््ग का क्षेत्रफल बड़े वाले वर््ग के क्षेत्रफल का आधा क््योों ह?ै इसमेें हम कुछ  
परू््व-पश््‍चचिम और उत्तर-दक्षिण रेखाओ ंको जोड़कर इसकी व््ययाख््यया कर सकते हैैं—

कागज के उपयोग से वर््ग को आधा करना 

कागज के एक टुकड़े से एक वर््ग काटिए। अब एक ऐसा वर््ग बनाइए जिसका क्षेत्रफल पहले वर््ग के 
क्षेत्रफल का आधा हो। 

क््यया ऐस ेवर््ग का क्षेत्रफल, मलू वर््ग के क्षेत्रफल का आधा होगा जिसकी भजुाओ ंकी लंबाई मलू 
वर््ग की भजुाओ ंकी लंबाई की आधी हो? यदि नहीीं, तो क््योों नहीीं? ऐसे कितने वर््ग मिलकर मलू 
वर््ग को परूा करेेंगे?

एक कागज के वर््ग को अदंर की ओर इस तरह मोड़िए (जैसा कि चित्र मेें दिखाया गया ह)ै कि मोड़ 
की रेखाए ँभजुाओ ंके मध््य बिदओु ंस ेहोकर निकले तब PQRS आध ेक्षेत्रफल का अभीष्‍ट वर््ग होगा। 

S

P

Q

R
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PQRS एक वर््ग क््योों ह?ै इसका क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का आधा क््योों ह?ै 

QS और PR को मिलाकर, विभिन््न बने हुए कोणोों को ज्ञात कीज‍‍िए। इसके पश््‍चचात त्रिभजु 
सर््वाांगसमता का उपयोग करके इसकी व््‍ययाख््‍यया कीजिए। 

2.3 समद्विबाहु समकोण त्रिभुज का कर््ण
स्‍मरण कीजिए, किसी समकोण त्रिभजु मेें समकोण की सम््‍ममुख भजुा को कर््ण कहा जाता ह।ै

चित्र मेें दर््शशाए गए समद्विबाहु समकोण त्रिभजु का कर््ण ज्ञात कीजिए। 
हम जानते हैैं कि 1 इकाई भजुा वाला वर््ग ऐसे दो समद्विबाहु समकोण 

त्रिभजुोों से मिलकर बनता ह।ै हमेें यह भी ज्ञात ह ैकि इस वर््ग के कर््ण पर बने 
वर््ग का क्षेत्रफल मलू वर््ग के क्षेत्रफल का दोगनुा होता ह।ै

T

SR

1

1

1

P E

1

A

हमेें अभी तक कर््ण की लंबाई ज्ञात नहीीं ह ैपरंत ुइस कर््ण पर बने वर््ग REST का क्षेत्रफल ज्ञात ह।ै 
REST का क्षेत्रफल = 2 × PEAR का क्षेत्रफल 

= 2 × 1 = 2 वर््ग इकाई 
एक वर््ग की भजुा और उसके क्षेत्रफल के बीच के संबंध को हम जानते हैैं। यदि कर््ण ER का 

मान c ह ैतब  
REST का क्षेत्रफल = c × c = c2 

इसलिए c2 = 2 
अतः c = 2

इस प्रकार कर््ण की लंबाई 2  इकाई होगी।

21

1

1

1

1

1

?

2
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इस अध््ययाय के शषे भाग मेें जब तक कि अन््यथा निर््ददिष्‍ट न हो हम मानेेंगे कि सभी लंबाइया 
एक नियत इकाई मेें हैैं। 

2  का मान क््यया ह?ै 

2  का दशमलव निरूपण
2  का दशमलव निरूपण निम््नलिखित तर््क  से ज्ञात किया जा सकता ह।ै 

क््यया 2 , 1 से छोटा ह ैया बड़ा ह?ै 
1 इकाई भजुा वाले वर््ग का क्षेत्रफल 1 वर््ग इकाई होता ह।ै 2  इकाई भजुा वाले वर््ग का 

क्षेत्रफल 2 वर््ग इकाई होता ह।ै अतः 1, 2  से छोटा ह।ै 
अन््य शब््दोों मेें 12 = 1 तथा 22 = 2

इसलिए 1 < 2
क््यया 2 , 2 से छोटा ह ैया बड़ा ह?ै 

2 इकाई भजुा वाले वर््ग का क्षेत्रफल 4 वर््ग इकाई होता ह।ै तथा 2  इकाई भजुा वाले वर््ग का 
क्षेत्रफल 2 वर््ग इकाई होता ह।ै अतः 2, 2  से बड़़ा ह।ै
अन््य शब््दोों मेें 22 = 2 तथा 22 = 4 ह।ै

इसलिए 2  < 2 
अतः 1 < 2  < 2 

हम कह सकते हैैं कि 1, 2  का निम््न परिबंध (Lower bound) तथा 2, 2  का उपरि परिबंध  
(upper bound) ह।ै
क््यया हम 2  के निकटतम परिबंध ज्ञात कर सकते हैैं? 

1.12 = 1.21
1.22 = 1.44
1.32 = 1.69
1.42 = 1.96
1.52 = 2.25
अतः 1.4 < 2  < 1.5

1.412 = 1.9881
1.422 = 2.0164
अतः 1.41 < 2  < 1.42

1.4112 = 1.990921
1.4122 = 1.993744
1.4132 = 1.996569
1.4142 = 1.999396
1.4152 = 2.002225
अतः 1.414 < 2   < 1.415

क््यया हम कभी सांत (terminating) दशमलव निरूपण के साथ कोई ऐसी संख््यया प्राप्‍त कर सकेें गे 
जिसका वर््ग 2 हो ? 

यदि 1.414... से आरंभ होने वाली ऐसी कोई संख््यया सांत दशमलव संख््‍यया ह,ै जिसका वर््ग 2 
हो तब उसका अतंिम अकं अवश्‍य ही शनू्‍यरहित होगा। यदि ऐसा ह ैतब इसके वर््ग के दशमलव 
निरूपण मेें भी, दशमलव बिद ु के पश््‍चचात अतंिम अकं शनू्‍यरहित होगा। उदाहरणस्‍वरूप यदि 

2 का रूप 1.414....4 हो तब इसमेें वर््ग का रूप निम््न प्रकार से होगा—

6. . . .
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अत: एक सांत दशमलव संख््‍यया का वर््ग 2 या 2.000... नहीीं हो सकता ह।ै 
इस प्रकार 2  का दशमलव प्रसार सदवै चलता जाएगा अर््थथात इसका दशमलव निरूपण 

असांत (non-terminating) होगा। 

क््यया 2  को भिन््न mn  के रूप मेें व््यक्‍त किया जा सकता ह ैजहाँ m और n गणन संख््ययाए ँहैैं? 

यदि 2  एक भिन््न mn  के रूप मेें व््यक्‍त किया जा सके तो हमेें प्राप्‍त होगा— 
        2  = mn

   2 = m2

n2  
2n2 = m2

स्‍मरण कीजिए कि किसी वर््ग संख््यया के अभाज््य गणुनखडंन मेें प्रत््‍ययेक अभाज््य संख््यया किसी 
सम संख््यया जितनी बार आती ह।ै अत: समीकरण 2n2 = m2 मेें अभाज््य संख््‍यया 2, बाइ� ओर किसी 
विषम संख््यया जितनी बार और दाइ� ओर किसी सम संख््यया जितनी बार आएगी। जो कि असंभव ह।ै 
अत: 2  को भिन्‍न mn  के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह।ै

यकु््ललिड ने अपनी पसु्‍तक एलिमेेंट्स (लगभग 300 सामान्‍य संवत ्परू््व) मेें यह प्रमाण दिया कि 
2  को mn  के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह,ै जहाँ m और n गणुन संख््ययाए ँहैैं। इस विषय 

पर हम अगली कक्षा मेें विस््‍ततार से चर््चचा करेेंगे।
इस प्रकार संख््यया 2  को सांत दशमलव या भिन््न के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं किया जा सकता ह।ै परंत ु

हम इसे एक निश््‍चचित असांत दशमलव के रूप मेें मान सकते हैैं, जैस े— 2  = 1.41421356......

आइए, पता लगाए ँ
1.	 प्रारंभ मेें हमने एक वर््गगाकार कागज से दोगनुा क्षेत्रफल वाला वर््ग बनाने की विधि 

दखेी थी। इसे बनाने की एक अन्‍य विधि भी ह ैजिसमेें दो समान वर््गगाकार कागजोों को 
निम््‍नाांकित विधि से काटा जाता ह।ै

1

2

3

4

क््यया आप इन टुकड़ोों को व््यवस््थथित करके ऐसा वर््ग बना सकते हैैं जिसका क्षेत्रफल इनमेें से 
किसी भी वर््ग के क्षेत्रफल का दोगनुा हो? 
2.	 एक समद्विबाहु समकोण त्रिभजु की दो समान भजुाओ ंकी लंबाई दी गई ह।ै कर््ण की लंबाई 

ज्ञात कीजिए। इसके कर््ण के परिबंध इस तरह ज्ञात कीजिए, जिनमेें दशमलव बिद ुके पश््‍चचात 
कम-से-कम एक अकं हो।

(i)  3	 (ii)  4	 (iii)  6	 (iv)  8	 (v)  9

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

प्रयाास‍
कीीजि�ए
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3.	 किसी समद्विबाहु समकोण त्रिभजु मेें कर््ण की लंबाई 10 ह।ै इसकी अन््य दो भजुाओ ंकी लंबाई 
क््यया होगी? [सकेंत— इस प्रकार के दो समकोण त्रिभजुोों को मिलाकर बनने वाले वर््ग का 
क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए।] 

व््ययापक हल 
किसी वर््ग के क्षेत्रफल और उसके विकर््ण पर बने वर््ग के क्षेत्रफल के बीच के संबंध का उपयोग 
किसी समद्विबाहु समकोण त्रिभजु के कर््ण और अन््य दो भजुाओ ंके बीच व््ययापक संबंध को ज्ञात 
करने मेें किया जा सकता ह।ै

a

aP Q

S
R

V

U

c

माना दो समान भजुाओ ंकी लंबाई a तथा कर््ण की लंबाई c ह।ै 
SQVU का क्षेत्रफल = 2 × PQRS का क्षेत्रफल 

इसलिए c2 = 2a2

तो इस सतू्र के प्रयोग से a ज्ञात होने पर c ज्ञात किया जा सकता ह ैऔर c ज्ञात होने पर a ज्ञात 
किया जा सकता ह।ै

उदाहरण 1— किसी समद्विबाहु समकोण त्रिभजु का कर््ण ज्ञात कीजिए जिसकी समान भजुाओ ं
की लंबाई 12 इकाई हो।

हमारे पास a = 12 इकाई ह।ै सतू्र के प्रयोग से हमेें प्राप्‍त होता ह—ै

c = 22 12× = 288
हम जानते हैैं कि 162 = 256 और 172 = 289 ह।ै
इसलिए 288  का मान 16 और 17 के बीच होगा। 

उस समद्विबाहु समकोण त्रिभजु के कर््ण की लंबाई 16 और 17 इकाई के बीच होगी। जिसकी 
समान भजुाओ ंकी लंबाई 12 इकाई ह।ै 

उदाहरण 2— यदि एक समद्विबाहु समकोण त्रिभजु का कर््ण  72 ह,ै तो अन््य दो भजुाए ँज्ञात कीजिए। 
दिया ह ैc = 72 ह।ै सतू्र का प्रयोग करने पर हमेें प्राप्‍त होता है—े

c2 = 2a2 
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					         अतः ( 72)2 = 2a2

72 = 2a2

					          इस प्रकार a2 = 72
2  = 36

   अतः a = 36  = 6
अत: अन््य दोनोों भजुाओ ंमेें प्रत््ययेक की लंबाई 6 इकाई होगी। 
पषृ्‍ठ 39 पर दिए गए अनभुाग ‘आइए, पता लगाए’ँ मेें दिए गए प्रश्‍नों के उत्तरोों की जाँच करने के 
लिए इस सतू्र का प्रयोग कीजिए। 

2.4 दो विभिन््न वर्गगों को जोड़ना 
हमने पिछले अनभुागोों मेें दखेा कि एक ही वर््ग की दो प्रतियोों को मिलाकर एक बड़़ा वर््ग किस  
प्रकार बनाया जाता ह ैजिसका क्षेत्रफल दोनोों छोटे वर्गगों के क्षेत्रफलोों का योगफल होता ह।ै

+ →

बड़े वर््ग की भजुा की लंबाई, दोनोों छोटे वर्गगों मेें से किसी एक वर््ग के विकर््ण की लंबाई के  
बराबर होती ह।ै 
क््यया होगा यदि हम ‘विभिन््न’ आकार के दो वर्गगों को जोड़कर एक ऐसा बड़ा वर््ग बनाए ँजिसका 
क्षेत्रफल दोनोों छोटे वर्गगों के क्षेत्रफल का योगफल हो? 

+ → ?

दो विभिन््न आकार के वर्गगों को संयोजित करने की समस््यया को हल करने के लिए बौधायन ने 
अपनी रचना शलु््बसतू्र (श््‍ललोक 1.12) मेें एक उल््ललेखनीय समाधान दिया ह।ै उन््होोंने लिखा ह ैकि— 

विकर््ण से बने किसी वर््ग का क्षेत्रफल, इसकी दो भजुाओ ं से बने वर्गगों के क्षेत्रफलोों के योगफल के 
बराबर होता ह।ै
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इसका अर््थ ह ै कि दो भिन््न वर्गगों को जोड़ने के लिए एक समकोण त्रिभजु बनाइए जिसकी 
लंबवत भजुाए ँउन दोनोों वर्गगों की भजुाओ ंके बराबर होों। जिस वर््ग की भजुा इस समकोण त्रिभजु 
का कर््ण होगी उसका क्षेत्रफल मलू दोनोों वर्गगों के क्षेत्रफल के योग के बराबर होगा।

+ →

क्षेत्रफल A

क्षेत्रफल B

क्षेत्रफल A + क्षेत्रफल B

बौधायन की विधि कार््य क््योों करती ह?ै 

क््‍यया आप समझ सकते हैैं कि जब दोनोों वर््ग समान आकार के होों तब यह विधि किस प्रकार कार््य 
करती ह?ै क््‍यया यह विधि उस विधि के समान ही ह ैजिसका उपयोग हमने परू््व मेें दो समान आकार 
के वर्गगों को मिलाकर एक बड़़ा वर््ग बनाने के लिए किया था?

बौधायन ने आगे चलकर अपने ग्रंथ शलु््बसतू्र (श््‍ललोक 2.1) मेें एक अन््य श््‍ललोक दिया जिसने 
यह समझाने मेें सहायता की कि व््‍ययापक रूप से यह विधि कार््य क््योों करती ह—ै

विभिन््न वर्गगों को जोड़ने के लिए छोटे वर््ग की एक भजुा का उपयोग करके बड़े वर््ग का एक आयताकार 
भाग चिह्नित कीजिए। इस आयत का विकर््ण उस वर््ग की भजुा होगी जिसका क्षेत्रफल दोनोों छोटे वर्गगों के 
क्षेत्रफलोों के योग फल के बराबर ह।ै

आइए, हम बौधायन के निर्देशोों का पालन करेें।
	• दोोनोंं वर्गोंं कोो मि�लााइए।

b

b

a

a

b

b

a

a

02_Chapter 2.indd   4202_Chapter 2.indd   42 03-09-2026   09:50:32 AM03-09-2026   09:50:32 AM



बौधायन-पाइथागोरस प्रमये

43

	• छोटे वर््ग की एक भजुा का उपयोग करते हुए बड़े वर््ग का एक आयताकार भाग चिह्नित 
कीजिए और इसका विकर््ण बनाइए। ऐसा करने पर हमेें समकोण त्रिभजु प्राप्‍त होता ह ैजिसकी 
लंबवत भजुाए ँa और b हैैं।

1.	

a

b

b

a

a b – a � a

b

b

a

a b – a

	• कर््ण पर चार भजुाओ ंवाली आकृति बनाने के लिए इसी प्रकार के तीन और समकोण 
त्रिभजु बनाइए। 

2.	

a

b

b

a

a b – a

3.	

a

b

b

a

a

a

b – a

b – a

a

a

b

b

a

a

a

b – a

b – a

a
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4.

b

ab – a

T

U

V

XWa

aa

b
a

a

a

b – a

b – a

a

b

	• इस प्रकार प्राप्‍त चार भजुा वाली आकृति (T + U + V) वास्‍तव मेें वह वर््ग ह ैजिसका 
क्षेत्रफल दो छोटे वर्गगों के क्षेत्रफल के योग के बराबर ह!ै 

ऐसा क््योों? 
	• चूकँि T, U, X और W सभी सर््वाांगसम हैैं अत: इस चार भजुाओ ंवाली नई आकृति मेें 

सभी भजुाओ ंकी लंबाई समान होगी। इसके कोणोों पर ध््‍ययान दीजिए।

a

ba

a b – a

b – a

a

x

x

x

x

90 – x

90 – x

90 – x

90 – x

b

व््‍ययाख््‍यया कीजिए कि इस नई चार भजुा वाली आकृति के सभी कोण समकोण क्‍यों हैैं तथा इसी 
कारण से यह एक वर््ग ह।ै

ध््ययान दीजिए कि इस नए वर््ग मेें भजुा के रूप मेें, भजुाओ ंa और b से बनने वाले समकोण त्रिभजु 
का कर््ण ह।ै 

	• अब बौधायन का कथन स््पष्‍ट ह—ै
कर््ण पर बने वर््ग का क्षेत्रफल = T, U और V के क्षेत्रफलोों का योग = V, W और X के 
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क्षेत्रफलोों का योग = दिए गए दोनोों वर्गगों के क्षेत्रफलोों का योग ह।ै

T
U

V

V
XW

कागज की सहायता से दो वर्गगों को जोड़ना
दो भिन््न आकार के वर्गगों को नीच ेदिए गए प्रकार से काटिए और जोड़‍िए—

a

a

b

b

अब तीन टुकड़े बनाने के लिए इस पर दो कट लगाइए— 

a a

bc c

b – a

तीनोों टुकड़ोों को पनुर््व््यवस््थथित करके एक बड़ा वर््ग बनाइए— 

cc

अब आपने दो छोटे वर्गगों को जोड़कर एक बड़ा वर््ग बना लिया ह!ै
अब दो छोटे वर्गगों का उपयोग करके एक समकोण त्रिभजु बनाइए। इसके कर््ण पर एक वर््ग बनाइए। 
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c

a

b

टुकड़ोों का उपयोग करते हुए कर््ण पर बने वर््ग को ढकिए। 

a

b

c

उपर््ययुक्‍त आकृति यह दर््शशाती ह ैकि यदि किसी समकोण त्रिभजु की छोटी भजुाओ ंकी माप a व 
b तथा कर््ण की माप c हो तो दोनोों छोटे वर्गगों के क्षेत्रफलोों a2 और b2 का योग बड़े वर््ग के क्षेत्रफल 
c2 के बराबर होगा—

a2 + b2 = c2

यह समकोण त्रिभजुोों पर बौधायन का प्रसिद्ध और आधारभतू प्रमये ह—ै

समकोण त्रिभुजोों पर बौधायन की प्रमेय— यदि एक समकोण त्रिभजु की भजुाओ ंकी लंबाई a, b 
और c हो, जहाँ c कर््ण की लंबाई हो, तब a2 + b2 = c2 होगा।
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बौधायन इतिहास के पहले ऐसे व्‍यक््‍तति थे जिन्‍होंने इस प्रमये को इतने व््‍ययापक और आधनुिक 
रूप से प्रतिपादित किया। इस प्रमये को यनूानी दार््शनिक-गणितज्ञ पाइथागोरस (लगभग 500 
सामान्‍य सवंत परू््व) के नाम पर ‘पाइथागोरस प्रमये’ के रूप मेें भी जाना जाता ह।ै इन््होोंने इस प्रमये 
की सराहना की और इसका अध््ययन भी किया। पाइथागोरस का जन्‍म बौधायन के कुछ सौ वर्षषों 
के पश््‍चचात हुआ था। प्राय: इसे संक्रमणकालीन नाम ‘बौधायन-पाइथागोरस प्रमये’ भी कहा जाता 
ह ैताकि यह स्‍पष्‍ट हो सके कि किस प्रमये का उल््ललेख किया जा रहा ह।ै

बौधायन प्रमेय का प्रयोग 
अपनी अभ््‍ययास पसु््‍ततिका मेें एक ऐसा समकोण त्रिभजु बनाइए जिसकी 
छोटी भजुाओ ं की लंबाई 3 cm व 4 cm हो। अब कर््ण की लंबाई 
मापिए। यह लंबाई लगभग 5 cm होनी चाहिए। 

वास््तव मेें हम बौधायन प्रमये का प्रयोग करके अनमुान लगा सकते थे 
कि इस कर््ण की लंबाई 5 cm ही होगी! माना दो छोटी भजुाओ ंकी लंबाई (सेेंटीमीटर मेें) a = 3 
और b = 4 ह।ै तब बौधायन प्रमये से कर््ण की लंबाई c, निम््नलिखित समीकरण को संतषु्‍ट करेगी, 

a2 + b2 = c2

32 + 42 = c2 
9 + 16 = c2

25 = c2

			   इसलिए	       c   = 5 cm

आइए, पता लगाए ँ
1.	यदि किसी समकोण त्रिभजु की छोटी भजुाओ ंकी लंबाई 5 cm और 12 cm हो तो इसके कर््ण 

की लंबाई क््यया होगी? पहले इन भजुाओ ंकी माप के साथ एक समकोण त्रिभजु बनाइए तथा 
कर््ण को मापिए। इसके पश््‍चचात बौधायन प्रमये की सहायता से अपने उ�र की जाँच कीजिए।

2.	यदि एक समकोण त्रिभजु की एक छोटी भजुा की लंबाई 8 cm तथा कर््ण की लंबाई 17 cm ह ैतो 
बताइए कि तीसरी भजुा की लंबाई क््यया होगी? पनु: त्रिभजु को बनाने एवं मापने का प्रयास कीजिए 
तथा इसके पश््‍चचात बौधायन प्रमये की सहायता से अपने उत्तर की जाँच कीजिए। 

3.	अब तक आपने जो रचनाए ँदखेी हैैं उनका उपयोग करते हुए आप एक ऐसा वर््ग किस प्रकार 
बनाएगँे जिसका क्षेत्रफल दिए गए वर््ग के क्षेत्रफल का तीन गनुा हो? दिए गए वर््ग के क्षेत्रफल 
का पाँच गनुा हो? (शलु््बसतू्र, बौधायन, श््‍ललोक 1.10) 

4.	माना a, b और c एक समकोण त्रिभजु की भजुाओ ंकी लंबाई को व््यक्‍त करते हैैं, जहाँ c कर््ण 
की लंबाई ह।ै निम््नलिखित प्रत््‍ययेक स््थथिति मेें अज्ञात भजुा की लंबाई ज्ञात कीजिए—
  (i)  a = 5, b = 7	 (ii)  a = 8, b = 12	 (iii)  a = 9, c = 15
(iv)  a = 7, b = 12	 (v)  a = 1.5, b = 3.5

4 cm

3 cm ?

02_Chapter 2.indd   4702_Chapter 2.indd   47 22-Aug-26   12:11:50 PM22-Aug-26   12:11:50 PM



गण‍ि�ित प्रकााश | कक्षाा 8 | भााग-II  

48

2.5 पूर््णाांक भुजाओ ंवाले समकोण त्रिभुज
बौधायन ने शलु््बसतू्र (श््‍ललोक 1.13) मेें अनेक परू््णाांक त्रिकोों (Triples) (a, b, c) को सचूीबद्ध 
किया ह ै जो एक समकोण त्रिभजु की भजुाओ ं की लंबाई बनाते हैैं और इसी कारण से a2 + 
b2 = c2 को संतषु्‍ट करते हैैं। इनमेें (3, 4, 5), (5, 12, 13), (8, 15, 17), (7, 24, 25),  
(12, 35, 37) और (15, 36, 39) सम््ममिलित हैैं। 

इस कारण से ऐसे त्रिक (a, b, c) जो एक समकोण त्रिभजु की भजुाओ ंकी लंबाई (समतलु््य 
रूप से a2 + b2 = c2 को संतषु्‍ट करते हैैं) बनाते हैैं उन््हेें बौधायन त्रिक कहा जाता ह।ै इन््हेें 
बौधायन-पाइथागोरस त्रिक, पाइथागोरस त्रिक और समकोण त्रिभुज त्रिक भी कहा 
जाता ह।ै

20 या उससे छोटी संख््यया वाले सभी बौधायन त्रिकोों को सचूीबद्ध कीजिए।  

क््यया बौधायन त्रिकोों का कोई अतंहीन क्रम ह?ै 
गणितज्ञञों ने इस प्रश्‍न का उत्तर दिया ह ैऔर उन्‍होंने ऐसे सभी त्रिकोों को बनाने की एक विधि की 

ज्ञात की ह!ै आइए, इस विषय मेें कुछ और जानते व सीखते हैैं। 
हमने दखेा ह ैकि (3, 4, 5) एक बौधायन त्रिक ह।ै

क््यया (30, 40, 50) एक बौधायन त्रिक ह?ै 

क््यया (300, 400, 500) एक बौधायन त्रिक ह?ै 
20 या उससे कम संख््यया वाले बौधायन त्रिकोों की सचूी मेें सम््ममिलित हैैं—

(3, 4, 5), (6, 8, 10), (9, 12, 15), (12, 16, 20)

क््यया आप इनमेें कोई प्रतिरूप (पैटर््न) दखेते हैैं? 
त्रिक (3, 4, 5) के प्रत््‍ययेक पद को किसी निश््‍चचित धनात्‍मक परू््णाांक से गणुा करके इन सभी 

त्रिकोों को प्राप्‍त किया जा सकता ह।ै

क््यया हम इस अवलोकन के आधार पर बौधायन त्रिकोों के विषय मेें अनमुान (Conjecture) लगा 
सकते हैैं? 
अनुमान— (3k, 4k, 5k) एक बौधायन त्रिक ह ैजहाँ k कोई धनात््मक परू््णाांक ह।ै 

क््यया यह सत्‍य ह?ै 
हमेें जाँचना ह ैकि (3k)2 + (4k)2 = (5k)2 ह।ै
हमारे पास (3k)2 + (4k)2 = 9k2 + 16k2 = 25k2  ह,ै जो (5k)2 के बराबर ह।ै
अत: (3k, 4k, 5k) वास््तव मेें एक बौधायन त्रिक ह।ै
इससे ज्ञात होता ह ैकि बौधायन त्रिकोों की संख््‍यया अनंत ह।ै
क््यया हम इस अनमुान को और अधिक व््‍ययापक बना सकते हैैं? 
यदि (a, b, c) एक बौधायन त्रिक ह ैतो (ka, kb, kc) भी एक बौधायन त्रिक होगा जहाँ k कोई 
धनात््मक परू््णाांक ह।ै क््यया यह कथन सत््य ह?ै 

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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इस कथन को परू््व अनसुार सत्‍य सिद्ध किया जा सकता ह।ै चूकँि (a, b, c) एक बौधायन त्रिक 
ह,ै इसलिए a2 + b2 = c2 ह।ै हमेें यह जाँचना ह ैकि क््‍यया (ka)2 + (kb)2 = (kc)2 ह।ै

(ka)2 = ka × ka = k2 a2 और (kb)2 = kb × kb = k2 b2

इसलिए, (ka)2 + (kb)2 = k2 a2 + k2 b2 
उभयनिष्‍ठ गणुनखडं निकालने पर हमेें प्राप्‍त होता ह—ै 

(ka)2 + (kb)2 = k2 (a2 + b2)
चूकँि a2 + b2 = c2 अतः— 

(ka)2 + (kb)2 = k2c2 = (kc)2

इस प्रकार यदि (a, b, c) एक बौधायन त्रिक ह ैतो (ka, kb, kc) भी बौधायन त्रिक होगा। हम 
(ka, kb, kc) को (a, b, c) का एक गुणित रूप (Scaled Version) कहते हैैं। 

एक बौधायन त्रिक जिसमेें 1 से बड़ा कोई सार््व गणुनखडं नहीीं हो उसे आद्य बौधायन 
त्रिक (Primitive Baudhāyana Triple) कहते हैैं। अत: (3, 4, 5) आद्य ह ै जबकि 
(9, 12, 15) नहीीं। 

क््यया (5, 12, 13) एक आद्य बौधायन त्रिक ह?ै 20 या उससे छोटी संख््ययाओ ंवाले अन््य आद्य 
बौधायन त्रिक कौन-से हैैं? 

इन आद्य त्रिकोों मेें से प्रत््ययेक के 5 गुणित रूप बनाइए। क््यया ये गुणित रूप आद्य त्रिक हैैं? 

यदि (a, b, c) अनाद्य हो और परू््णाांक f, 1 से बड़ा एक सार््व गणुनखडं हो, तब क््यया (a
f

, 
b
f

, 
c
f ) एक 

बौधायन त्रिक होगा? (9, 12, 15) के लिए इस कथन की जाँच कीजिए एवं कथन का औचित्‍य 
सिद्ध कीजिए। 

यदि हम सभी आद्य त्रिकोों को खोज सकेें  तो हम, सभी बौधायन त्रिकोों को खोज सकते हैैं। 

हम अन्‍य आद्य त्रिक किस प्रकार से बना सकते हैैं? 
हम क्रमागत विषम संख््ययाओ ंऔर वर््ग संख््ययाओ ंके योग के बीच संबंध को समझते हैैं— 

1 = 12

1 + 3 = 22

1 + 3 + 5 = 32

प्रथम n विषम संख््ययाओ ंका योग n2 ह।ै आइए, इसे हम बीजीय रूप से व््यक्‍त करेें। 

इसके लिए हमेें nवीीं विषम संख््यया को जानना होगा। यह कौन-सी ह?ै 

nवीीं विषम संख््यया 2n – 1 ह ैइसलिए,

1 + 3 + 5 + ... + (2n – 3) + (2n –1) = n2

प्रथम (n – 1) विषम संख््ययाओ ंका योग 
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प्रथम (n – 1) विषम संख््ययाओ ंका योग क््यया होगा? 
इस प्रकार 

(n – 1)2 + (2n – 1) = n2

ध््ययान दीजिए कि यह समीकरण (n – 1)2 का प्रसार करके और उसमेें 2n – 1 जोड़कर सीध े
भी प्राप्‍त की जा सकता ह।ै 

यदि nवीीं विषम संख््यया, 2n – 1 भी एक वर््ग संख््यया हो तब हमारे पास दो वर््ग सखं््ययाओ ंके योग 
के समान एक अन्‍य वर््ग सखं््यया होगी। हम इस विचार का उपयोग बौधायन त्रिकोों को बनाने मेें करेेंग।े
1.	 9 एक विषम वर््ग ह।ै यह 5वीीं विषम संख््यया (9 = 2 × 5 – 1) ह,ै अत:

1 + 3 + 5 + 7 + 9 = 52

42 + 32 = 52

क््यया हम समीकरण (n – 1)2 + (2n – 1) = n2 का उपयोग करके यह त्रिक प्राप्‍त कर सकते हैैं? 
चूकँि हमने 5वीीं विषम संख््यया ली ह ैअर््थथात n का मान 5 ह।ै समीकरण मेें n = 5 प्रतिस््थथापित करने 
पर —

(5 – 1)2 + 9 = 52

42 + 32 = 52

2.	 25 एक विषम वर््ग ह।ै यह 13वीीं विषम संख््यया (25 = 2 × 13 – 1) ह।ै अत:

1 + 3 + 5 + … + 23 + 25 = 132

122 + 52 = 132
हमारे पास n = 13 ह।ै

समीकरण मेें इस मान को प्रतिस््थथापित 
करने पर— 

(13 – 1)2 + 25 = 132

122 + 52 = 132

आइए, पता लगाए ँ
1.	 इस विचार का उपयोग करते हुए 5 अन्‍य बौधायन त्रिक खोजिए।
2.	 क््यया इस विधि से अनाद्य बौधायन त्रिक प्राप्‍त होते हैैं? 
	 [सकेंत— ध््‍ययान दीजिए कि इस प्रकार बनने वाले त्रिकोों मेें छोटी भजुाओ ंमेें से एक भजुा की 

लंबाई कर््ण की लंबाई से एक कम होती ह।ै] 
3.	 क््यया ऐसे कोई आद्य त्रिक हैैं जिन््हेें इस विधि द्वारा प्राप्‍त नहीीं किया जा सकता ह?ै यदि 

हाँ, तो उदाहरण दीजिए। 

2.6 दीर््घकाल से अनसलुझा प्रश्‍न
बौधायन त्रिकोों के अध्‍ययन ने 17वीीं शताब््‍ददी के महान फ््राांसीसी गणितज्ञ फर््ममा को धनात्‍मक 
परू््णाांकोों की घातोों के योग के विषय ने एक व््‍ययापक कथन दनेे के लिए प्रेरित किया।

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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हमने दखेा ह ैकि ऐसी अनंत वर््ग संख््ययाए ँहैैं जिन््हेें दो वर््ग संख््ययाओ ंके योग रूप मेें लिखा जा 
सकता ह।ै इससे फर््ममा को जिज्ञासा हुई कि क््यया कोई ऐसा परू््ण घन ह ैजिसे दो परू््ण घनोों के योग के 
रूप मेें लिखा जा सकता ह,ै एक ऐसी कोई चतरु््थ घात ह ैजिसे दो चतरु््थ घातोों के योग के रूप मेें 
लिखा जा सकता ह ैऔर इसी प्रकार आगे भी। अन्‍य शब््दोों मेें कहा जाए तो उनको जिज्ञासा हुई कि 
क््यया निम््नलिखित समीकरण का कोई हल ह?ै

xn + yn = zn

जहाँ x, y और z प्राकतिक संख््ययाए ँह ैऔर n > 2 ह।ै
धनात््मक परू््णाांकोों के गणुोों व प्रतिरूपोों से संबंधित (बौधायन त्रिक के समान) एक पसु््तक के 

हाशिए मेें फर््ममा ने लिखा कि संख््ययाओ ंके अतंहीन अनकु्रम के बीच ऐसा कोई भी परू््ण घन नहीीं 
मिलेगा जो दो परू््ण घनोों के योग के रूप मेें लिखा जा सके, ऐसी कोई चौथी घात नहीीं मिलेगी जो 
दो चाथैी घातोों के योग के रूप मेें लिखी जा सके और इसी प्रकार आगे भी होता रहगेा। इसी क्रम 
मेें फर््ममा ने आगे लिखा— 

“मझु ेइस कथन का वास््तव मेें अद््‍‍भभुत प्रमाण प्राप्‍त हुआ ह,ै परंत ुइसे लिखने क लिए हाशिए 
मेें स््थथान अपर््ययाप्‍त ह।ै”

किसी को भी फर््ममा के इस कथन का प्रमाण नहीीं मिल सका जिसे फर््ममा का अंतिम प्रमेय कहा 
जाता ह।ै 

फर््ममा की मतृ््ययु के पश््‍चचात कई गणितज्ञञों ने इस प्रमये को सिद्ध करने के प्रयास किए। परंत ु300 
से अधिक वर्षषों तक इसे सिद्ध करने के असफल प्रयास होते रह।े 

एडं्रय ूवाइल््स नाम के 10 वर्षीय बालक ने वर््ष 1963 मेें फर््ममा के अंतिम प्रमेय और उसके 
इतिहास के विषय मेें एक पसु््तक (द लास््ट प्राॅब््लम, एरिक बेल द्वारा रचित) पढ़ी। अनेक महान 
गणितज्ञञों की विफलताओ ंके विषय मेें जानने के पश््‍चचात भी इस बालक ने इस प्रमये को सिद्ध करने 
का संकल््प लिया। 

अतंत: एडं्रय ूवाइल्‍स ने वर््ष 1994 मेें इस प्रमये को सिद्ध कर दिया!
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2.7 बौधायन-पाइथागोरस प्रमेय के अन््य अनुप्रयोग
बौधायन-पाइथागोरस प्रमये ज््ययामिति के मलूभतू प्रमयेोों मेें से एक ह।ै आइए, हम इसके कुछ 
अनपु्रयोगोों को दखेेें। 

भास््कराचार््य के ग्रंथ लीलावती से एक प्रश्‍न
भास््कराचार््य (भास््कर द्वितीय) द्वारा रचित ग्रंथ लीलावती से लिए गए एक प्रश्‍न का अनवुाद 
निम्‍नलि‍खित ह।ै इसे पढ़ि‍ए और कल््पना करने का प्रयास कीजिए। 

“चक्र और कौौंच पक्षियोों से घिरी 
एक झील मेें कमल का एक फूल 
जल से बाहर झाँक रहा ह,ै जिसके 
तने की नोक जल की सतह से 1 
इकाई ऊपर ह।ै धीमी-सी पवन 
बहने पर तने की नोक जल को 
अपनी मलू स््थथिति से 3 इकाई दरू 
छूती ह।ै शीघ्रता के साथ झील 
की गहराई बताइए।”

प्रथम दृि‍ष्‍ट मेें ऐसा अनभुव होता ह ैकि समाधान खोजने के लिए आकँड़े अपर््ययाप्‍त हैैं, परंत ु
इसका समाधान ह!ै

मान लीजिए कि जल के भीतर तने की लंबाई x ह।ै यह झील की अपेक्षित गहराई ह।ै चूकँि 
कमल का तना जल के ऊपर 1 इकाई तक ह ैइसलिए तने की कुल लंबाई x + 1 होगी। 

हम एक (तर््क संगत) अनमुान लगा सकते हैैं कि कमल का तना पहली स््थथिति मेें जल की सतह 
के लंबवत ह।ै इस अनमुान के साथ हमेें भजुा 3, x और x + 1 का एक समकोण त्रिभजु प्राप्‍त होता 
ह।ै चूकँि यह बौधायन-पाइथागोरस प्रमये को संतषु्‍ट करता ह,ै अत:—

32 + x2 = (x + 1)2 
9 + x2 = x2 + 2x + 1

दोनोों ओर से x2 घटाने पर—
9 = 2x + 1

x = 4
इस प्रकार झील की गहराई 4 इकाई ह।ै 

आइए, पता लगाएँ
1.	 उस वर््ग का विकर््ण ज्ञात कीजिए जिसकी भजुा की लंबाई 5 cm हो। 
2.	 अग्रलिखित समकोण त्रिभजुोों मेें लपु्‍त भजुाओ ंकी लंबाई ज्ञात कीजिए। 
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3.	 एक समचतरु््भभुज की भजुा की लंबाई ज्ञात कीजिए जिसके विकर्णणों की लंबाई 24 इकाई और 
70 इकाई ह।ै 

4.	 क््यया कर््ण किसी भी समकोण त्रिभजु की सबसे लंबी भजुा ह?ै अपने उत्तर की पषु््‍टटि कीजिए।
5.	 सत््य या असत््य— प्रत््ययेक बौधायन त्रिक या तो एक आद्य त्रिक ह ैया फिर आद्य त्रिक का 

गणुित रूप (Scaled Version) ह।ै 
6.	 ऐसे पाँच आयतोों के उदाहरण दीजिए जिनकी सभी भजुाओ ंकी लंबाई व विकर््ण परू््णाांक होों। 
7.	 एक ऐसे वर््ग की रचना कीजिए जिसका क्षेत्रफल, 5 इकाई व 7 इकाई भजुाओ ंवाले वर्गगों के 

क्षेत्रफलोों के अतंर के बराबर हो।
8.	  (i)	 एक जाल (ग्रिड) के बिदओु ं को शीर्षषों के रूप मेें 

उपयोग करते हुए, क््यया आप एक वर््ग बना सकते हैैं 
जिसका क्षेत्रफल— (क) 2 वर््ग इकाई (ख) 3 वर््ग 
इकाई (ग) 4 वर््ग इकाई और (घ) 5 वर््ग इकाई हो? 

(ii)	 मान लीजिए कि ग्रिड अपरिमित रूप से विस््ततारित 
ह।ै इस प्रकार बने वर्गगों के संभावित क्षेत्रफल  
परू््णाांक-मानोों मेें क््यया होोंगे? 

10

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

प्रयाास‍
कीीजि�ए

10
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9.	 6 इकाई भजुा वाले समबाहु त्रिभजु का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए।
[सकेंत— दर््शशाइए कि एक शीर््षलंब सम््ममुख भजुा को समद्विभाजित करता ह।ै ऊँचाई 
ज्ञात करने के लिए इसका उपयोग कीजिए।] 

	• बौधायन-पाइथागोरस प्रमये ज््ययामिति मेें सबसे आधारभतू प्रमयेोों मेें से एक ह।ै यह किसी समकोण त्रिभजु 
की तीनोों भजुाओ ंके मध््य संबंध को व््यक्‍त करती ह।ै

	• यदि एक समकोण त्रिभजु की भजुाओ ंकी लंबाई a, b, c ह,ै जहाँ c कर््ण की लंबाई ह,ै तब a2 + b2 = c2 ह।ै
	• एक समद्विबाहु समकोण त्रिभजु मेें भजुाओ ं की लंबाई a, a, c के लिए संबंध  

a2 + a2 = 2a2 = c2 अर््थथात c = a 2  ह।ै
	• संख््यया 2 , 1.414 और 1.415 के बीच मेें विद्यमान ह।ै यद्यपि इसे सांत दशमलव के रूप मेें व््यक्‍त नहीीं 

किया जा सकता। इसे m, n धनात््मक परू््णाांकोों के साथ किसी भिन््न mn   के रूप मेें भी व््यक्‍त नहीीं किया 
जा सकता ह।ै

	• a2 + b2 = c2 को संतषु्‍ट करने वाले धनात््मक परू््णाांकोों का एक त्रिक (a, b, c) बौधायन-
पाइथागोरस त्रिक कहलाता ह।ै उदाहरण के लिए— (3, 4, 5), (6, 8, 10) और  
(5, 12, 13) आदि। ऐसे अनंत तक अनेक त्रिकोों की रचना की जा सकती ह।ै

	• समीकरण an + bn = cn का धनात््मक परू््णाांकोों के लिए कोई हल नहीीं ह ैजब n > 2 हो। इसे ‘फर््ममा की 
अतंिम प्रमये’ कहा जाता ह।ै इसे वर््ष 1994 मेें एडं्रय ूवाइल््स द्वारा सिद्ध किया गया था। 

साारांं�श 

प्रयाास 
कीीजि�ए

रंगोों को ढूिँ‍ढ़ए!

तीन बंद बक््‍ससे हैैं— एक मेें केवल लाल गेेंदेें हैैं, दसूरे मेें केवल नीली गेेंद ेहैैं और तीसरे बक््‍ससे मेें केवल 
हरी गेेंदेें हैैं। बक्‍सों पर ‘लालʼ, ‘नीलाʼ और ‘हराʼ इस प्रकार से चिह्नित किया गया ह ैकि किसी भी 
बक््‍ससे पर सही चिह्न ना हो। हमेें यह ज्ञात करने की आवश््यकता ह ैकि कौन-सा चिह्न किस बक््‍ससे के 
लिए ह।ै यदि हमेें केवल एक बक््‍ससे को खोलने की अनमुति हो तो बताइए यह किस प्रकार किया जा 
सकता ह?ै
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