
इस अध््ययाय मेें हम दो ज््ययामितीय संरचनाओ ंकी खोज करेेंगे। हम खडंकोों (Fractals) को पढ़ेेंगे जो 
स््व-समान आकृतिया हैैं। यह आकृतिया सकू्ष्‍म तथा अति सकू्ष्‍म मापोों पर बारंबार अर््थथात सतत रूप 
से समरूप प्रतिरूपोों को प्रदर््शशित करती हैैं। इसके पश््‍चचात हम ठोस वस््‍ततुओ ंया पदार््थ के दृश््ययाांकन 
करने के विभिन््न प्रकार दखेेेंगे।

4.1 खंडक
फर््न का पौधा प्रकृति मेें पाए जाने वाले खडंक (फ्रै क्‍टल) का अत््‍ययंत सुंदर उदाहरण ह।ै फर््न 
के पौध ेकी पत्तिया स्‍वय की छोटी-छोटी प्रतिकृतियाें जैसी दिखाई दतेी हैैं। इन पत्तियोों की 
उप पत्तिया भी अपनी ही और छोटी प्रतिकृतियोों के समान होती हैैं। इसी प्रकार यह क्रम 
निरंतर चलता रहता ह।ै

स््व-समरूपता की यह धारणा वकृ्षषों (जिनके तने मेें शाखाए ँ और शाखाओ ं की 
उप-शाखाए ँहोती हैैं और यह क्रम निरंतर चलता रहता ह।ै), बादलोों, तटीय-रेखाओ,ं पहाड़ोों, 
आकाशीय बिजली और प्रकृति मेें मिलने वाली बहुत-सी अन््य वस््ततुओ ंमेें भी होती ह।ै 

अन््य गणितीय खडंक भी बहुत सुंदर हो सकते हैैं। इनमेें से हम कुछ के विषय मेें इस अध््‍ययाय 
मेें जानेेंगे और समझेेंगे।

सिएरपिंस््ककी चटाई
पोलिश गणितज्ञ सिएरपिस््ककी ने खडंक के एक प्रकार की खोज की जिसे सिएरपिंस््ककी चटाई 
के रूप मेें जाना जाता ह।ै इसमेें एक वर््ग को नौ छोटे वर्गगों मेें विभाजित किया जाता ह ैऔर इसके 
पश््‍चचात इसके मध््य वर््ग को हटा दिया जाता ह ै(नीच ेदी गई आकृति दखेिए), तत्‍पश््‍चचात इस प्रक्रिया 
को शषे आठ वर्गगों पर भी दोहराया जाता ह ैऔर यह क्रम इसी प्रकार चलता रहता ह।ै इस प्रकार 
सकू्षष्म तथा अति-सकू्षष्म मापोों पर भी आपको यही प्रतिरूप दिखाई दतेा ह।ै

चरण 0 चरण 1 चरण 2

. . .

4 कुछ ज््ययामितीय 
सरंचनाओ ंकी खोज
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सिएरपिंस््ककी चटाई

 सिएरपिंस््ककी चटाई बनने वाली आकृति-�ाृंखला के कुछ प्रारंभिक चरण (कम-से-कम चरण 2 
तक) बनाइए।
इसकी रचना के अनसुार अनकु्रम के प्रत््ययेक चरण मेें—

(i)	 समान आकार के वर््ग आकृति मेें समाहित होते हैैं तथा इन वर्गगों का आकार प्रत््ययेक चरण 
के बढ़ने पर सकू्षष्म और अति-सकू्षष्म होता जाता ह ैतथा

(ii)	 वर््गगाकार छिद्र होते हैैं जो वर्गगों को हटाने पर निर््ममित होते हैैं। 

क््यया आप प्रत््ययेक चरण मेें शषे छिद्ररों और वर्गगों की संख््यया मेें कोई प्रतिरूप दखेते हैैं? 
माना R

n 
, nवेें चरण मेें शषे वर्गगों की संख््यया दर््शशाता ह ैतथा H

n 
, nवेें चरण मेें छिद्ररों की संख््यया 

दर््शशाता ह।ै 
आइए, यह समझने का प्रयास करेें कि यह संख््ययाए ँकिस प्रकार बढ़ती हैैं। इसक लिए हमेें यह 

विश््‍ललेषण करना होगा कि पिछले चरण से ये शषे छिद्र और वर््ग किस प्रकार निर््ममित होते हैैं।
किसी दि‍ए गए चरण, मान लीजिए nवेें चरण पर शषे रहने वाला प्रत््‍ययेक वर््ग, (n + 1)वेें चरण 

पर शषे रहने वाले 8 वर्गगों को बढ़़ाता ह।ै इस प्रकार हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
Rn + 1 = 8 Rn 

क््यया इसका प्रयोग R
n
 के लिए सतू्र प्राप्‍त करने मेें किया जा सकता ह?ै

हमारे पास ह ै—
R0 = 1
R1 = 8 × 1 = 8
R2 = 8 × 8 = 82

सामान््यत:, Rn = 8n

इसी प्रकार हम दिए गए चरण पर छिद्ररों की संख््यया किस प्रकार प्राप्‍त कर सकत हैैं?
nवेें चरण पर शषे प्रत््ययेक वर््ग, (n + 1)वेें चरण पर एक छिद्र उत््पन््न करता ह।ै nवेें चरण पर 

प्राप्‍त सभी छिद्र, (n + 1)वेें चरण पर भी शषे होते हैैं। इस प्रकार
Hn + 1 = Hn + Rn

अत: हमेें प्राप्‍त ह—ै
R0 = 1		  H0 = 0
R1 = 8		  H1 = 1
R2 = 82	 	 H2 = 1 + 8
R3 = 83	 	 H3 = 1 + 8 + 82

...
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सिएरपिंस््ककी गैस््कके ट
सिएरपिस््ककी ने इसी प्रकार से एक और खडंक बनाया। एक समबाहु त्रिभुज को उसकी भुजाओ ंके 
मध््य बिदओु ंको मिलाकर चार समान समबाहु त्रिभुजोों मेें बाँटा जाता ह।ै तत्‍पश््‍चचात केें द्रीय त्रिभुज 
को हटा दिया जाता ह।ै इस प्रक्रिया को शषे तीन त्रिभुजोों के साथ दोहराया जाता ह ैऔर यह क्रम 
इसी प्रकार चलता रहता ह।ै

चरण 0 चरण 1 चरण 2

सिएरपिस््ककी त्रिभुज

. . .

दर््शशाइए कि किसी समबाहु त्रिभुज की भुजाओ ंके मध््य बिदओु ंको मिलाने पर हम इसे चार समान 
समबाहु त्रिभुजोों मेें विभाजित करते हैैं।

[ सकेंत— ध््ययान दीजिए कि कोने वाले त्रिभुज समद्विबाहु हैैं।]
यह खडंक सिएरपिंस््ककी त्रिभुज अथवा गैस््कके ट कहलाता ह।ै

आइए, पता लगाएँ
1.	 सिएरपिस््ककी त्रिभुज तक ले जाने वाले आकृति अनकु्रम के प्रारंभिक कुछ चरणोों 

(कम-से-कम चरण 2 तक) को चित्रित कीजिए। 
2.	 सिएरपिस््ककी त्रिभुज तक जाने वाले आकृति अनकु्रम के प्रत््ययेक चरण मेें शषे छिद्ररों तथा 

त्रिभुजोों की संख््यया ज्ञात कीजिए। 
3.	सिएरपिस््ककी खंडक तक ले जाने वाले प्रत््ययेक आकृति अनुक्रम के nवेें चरण पर शेष 

क्षेत्र का क्षेत्रफल ज्ञात कीजिए। आरंभिक वर््ग या त्रिभुज का क्षेत्रफल 1 वर््ग इकाई मान 
लीजिए।
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कोच हिमकण
कोच हिमकण एक अन््य खडंक ह ैजिसका नामकरण स््ववीडन के गणितज्ञ ‘वोन कोच’ के नाम पर 
किया गया ह।ै वर््ष 1904 मेें प्रथम बार इन््होोंने इसका वर््णन किया था। कक्षा 6 की पाठ्यपसु््तक 
गणित प्रकाश मेें भी हम इस खडंक से अवगत हो चकेु हैैं।

चरण 0 चरण 1 चरण 2

. . .

कोच हिमकण

इसका निर््ममाण हम एक समबाहु त्रिभुज से आरंभ करते हैैं। इसकी प्रत््ययेक भुजा— 
(i)	 तीन समान भागोों मेें विभाजित की जाती ह ैतथा 

(ii)	 मध््य-भाग मेें एक समबाहु त्रिभुज बनाया जाता ह ैऔर इसके पश््‍चचात इस मध््य भाग को 
हटा दिया जाता ह।ै

प्रभावी रूप से प्रत््ययेक भुजा एक उभरी हुई संरचना  मेें परिवर््ततित हो जाती ह।ै इस प्रक्रिया  
से प्राप्‍त नई आकृतियोों मेें भी यही क्रम दोहराया जाता ह ैऔर यह क्रम इसी प्रकार निरंतर चलता 
रहता ह।ै

 आइए, पता लगाएँ
1.	ऐसे आकार अनकु्रम के कुछ प्रारंभिक चरण (कम-से-कम चरण 2 तक) बनाइए जो कोच 

हिमकण तक ले जाते हैैं। 
2.	कोच हिमकण तक ले जाने वाले आकार अनकु्रम के nवेें चरण मेें भुजाओ ंकी संख््यया ज्ञात 

कीजिए। 
3.	अनकु्रम के nवेें चरण की आकृति का परिमाप ज्ञात कीजिए। प्रारंभिक समबाहु त्रिभुज की भुजा 

की लंबाई 1 इकाई मान लीजिए।
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कला मेें खंडक
मानव-निर््ममित कलाओ ंमेें परू््व से ही खडंक का प्रयोग किया जाता रहा ह।ै संभवतः ऐसे प्राचीन 
खडंक भारत के मदंिरोों मेें दिखाई दतेे हैैं। इसका एक उदाहरण मध््य प्रदशे के खजरुाहो मेें स््थथित 
कंदरिया महादवे मदंिर मेें भी दखेने को मिलता ह ैजो लगभग 1025 सामान््य सवंत मेें परू््ण हुआ था। 
यहाँ पर एक ऊँची मदंिर संरचना दखेने को मिलती ह ैजो संपरू््ण ढाँच ेकी सकू्षष्म प्रतिआकृतियाें से 
निर््ममित हुई ह।ै इन पर इसी ढाँच ेकी अति सकू्षष्म प्रतिआकृतिया भी हैैं और इसी प्रकार यह क्रम निरंतर 
चलता रहता ह।ै खडंक जैसा प्रतिरूप मदरैु, हपंी, रामशे्‍वरम, वाराणसी के मदंिरोों के साथ-साथ अन््य 
मदंिरोों मेें भी विद्यमान हैैं।

 

कंदरिया महादवे मदंिर

पारंपरिक अफ्रीकी सभ््यताओ ंमेें भी खडंक बहुत प्रचलित ह।ै उदाहरण के लिए— नाइजीरिया 
की ‘फुलानी’ जनजाति की विवाह पद्धति मेें दिए जाने वाले कंबलोों मेें प्राय: खडंक संरचनाए ँदखेने 
को मिलती हैैं।

नाइजीरियाई फुलानी कंबल
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चित्र मेें दर््शशाए गए कंबल मेें हीरे के आकार के प्रतिरूप हैैं जिनके भीतर हीरे के आकार के छोटे 
प्रतिरूप हैैं और इसी प्रकार यह क्रम निरंतर रूप से चलता रहता ह।ै 

निर््वविवाद रूप से खडंक कला के आधुनिक गरुु डच कलाकार एम.सी.एशर हैैं। हम परू््व मेें ही 
दखे चकेु हैैं कि उनके कुछ प््रििंट गणितीय विषयवस््ततु टाइलिंग की खोज करते हैैं। उनकी कलाकृति 
‘स््ममॅालर एडं स््ममॅालर’ खडंक पर आधारित एक प्रसिद्ध उदाहरण ह ैजो छिपकलियोों की एक जैसी 
अभिकल््पना को सकू्षष्म से सकू्षष्मतर रूप मेें प्रदर््शशित करता ह।ै नीच ेएशर के ‘स््ममॅालर एडं स््ममॅालर’  से 
प्रेरित एक उदाहरण दिया गया ह—ै

4.2 ठोोसोंं काा दृश्यांं�कन

अपनीी कल्पनाा मेंं बनााइए

इस खडं का आरंभ हम दृश््ययाांकन के अभ््ययास से करेेंगे। प्रत््ययेक संकेत पर अपने मित्र से बात 
कर सकते हैैं, संकेतोों का प्रयोग कर सकते हैैं या हवा मेें आकृति बना सकते हैैं परंत ुकागज पर 
वास््तविक चित्र नहीीं बना सकते!

मरेी विधि भिन्‍न ह।ै मैैं कार््य को करने की शीघ्रता नहीीं करता। जैसे 
ही मझु ेकोई विचार आता ह,ै मैैं तभी अपनी कल््पना मेें उसे बनाना 
आरंभ कर दतेा हू।ँ मैैं उसकी संरचना मेें परिवर््तन, सधुार और यंत्र को 
परू््ण रूप से अपने मस््ततिष््क मेें ही संचालित करता हू।ँ 

— निकोलस टेस््लला (1856–1943) महान सर््बबियाई-अमरेिकन 
अभियंता और आविष््ककारक थे इन््होोंने विद्युत अभियात्रिकी तथा 
अन््य क्षेत्ररों मेें मलूभतू योगदान दिया।

1.	 अपने नाम को चित्रित कीजिए इसके पश््‍चचात अपने नाम के वर्णणों को अतं से पढ़ना आरंभ 
कीजिए। सुनिश््‍चचि‍त कीजिए कि आप इसे दखेते हुए करेें न कि बोलते हुए। अब आप अपना 
नाम दखेिए! यह प्रयोग आप अपने मित्ररों के नाम के साथ कीजिए। 
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2.	 एक काल््पनिक वर््ग की संलग््न भुजाओ ंके मध््य बिदओु ंको मिलाइए और मध््य बिदओु ं
को मिलाने वाली इस रेखा के अनुदिश वर््ग के चारोों कोनोों को काटिए। कौन-सी आकृति 
शषे रहती ह?ै आप एक अन््य वर््ग को निर््ममित करने हते ुइन चारोों कोनोों को किस प्रकार पनु: 
संयोजित कर सकते हैैं? 

3.	 एक समबाहु त्रिभुज की प्रत््ययेक भुजा के तीन समान खडं को चिह्नित कीजिए। चिह्नित 
बिदओु ंके अनसुार त्रिभुज के तीनोों कोने काटिए। बताइए कि आप कौन-सी आकृति प्राप्‍त 
करते हैैं? 

4.	 एक वर््ग की भुजाओ ंके तीन समान भाग चिह्नित कीजिए और चिह्नित बिदओु ंके अनसुार 
वर््ग के कोने काटिए। बताइए कौन-सी आकृति शषे रहती ह?ै

जब हम किसी ठोस वस््ततु को दखेते हैैं तो वास््तव मेें हम उसकी छवि को विशिष्‍ट प्रेक्षण बिद ु
से दखे रह ेहोते हैैं। हमारे प्रेक्षण बिद ुके आधार पर इस छवि का बाह्य रेखाचित्र रोचक रूप से 
भिन्‍न-भिन्‍न होता ह!ै

संभवतः आपने स््वयं वस््ततुओ ंके रोचक रेखाचित्ररों पर तस््ववीर खीींचते समय या किसी वस््ततु की 
छाया को दखेते समय ध््ययान दिया होगा — या संभवत: आपने नीच ेदिए गए कार््टटून भी दखे ेहोोंगे 
जिसमेें एक पात्र दीवार से टकराकर उसके पार चला जाता ह ैऔर दीवार मेें अपनी बाह्य रूपरेखा 
जैसा रिक्‍त स््थथान छोड़ जाता ह!ै
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पिछली कक्षाओ ंमेें आप ऐसे ठोस आकारोों को दखे चकेु हैैं जो हाथी और बिल््लली से बहुत 
ही सरल हैैं, जैसे— घन, गोला, बेलन और शकुं। विभिन््न प्रेक्षण बिदओु ंसे दखेने पर इनकी बाह्य 
रूपरेखा कैसी दिखाई दगेी?

क््यया आप एक ऐसा ठोस और एक प्रेक्षण बिद ुबता सकते हैैं जिनसे निम््नलिखित परिणामी स््थथितिया 
प्राप्‍त होोंगी? यदि एसेा ह ैतो आप ठोस को, दीवार के पार जाने की कल््पना कर सकते हैैं, जैसे— 
टॉम ने किया था जो अपनी छवि के अनरुूप रिक्‍त स््थथान छोड़ता ह।ै

(i)	 एक ठोस जिसकी बाह्य रूपरेखा एक वर््ग ह।ै 
(ii)	 एक ठोस जिसकी बाह्य रूपरेखा वतृ्तीय ह।ै 

(iii)	 एक ठोस जिसकी बाह्य रूपरेखा त्रिभुजाकार ह।ै
जैसा कि हमने हाथी के उदाहरण मेें दखेा एक दिए हुए ठोस को विभिन््न प्रेक्षण बिदओु ंसे दखेने पर 
विभिन््न रूपरेखाए ँप्राप्‍त हो सकती हैैं। क््यया आप ऐसे ठोसोों की कल््पना कर सकते हैैं जिनकी निम््न 
विरोधाभासी रूपरेखाए ँहोों?

सोचने के लिए थोड़ा समय लीजिए और यदि आपके लिए इसका दृश््ययाांकन कठिन ह ैतो आप 
अपने आस-पास की वस््ततुओ ंअथवा वे ठोस जो आप अगले खंड मेें बनाएँगे उनका उपयोग कर 
सकते हैैं। इन्‍हें आप किसी भी दिशा से दखे सकते हैैं; यहाँ तक कि वस््‍ततु के ऊपर से भी।

(i)	 एक ठोस जिसकी बाह्य छवि एक प्रेक्षण बिद ुसे आयताकार और दसूरे प्रेक्षण बिद ुसे 
वतृ्ताकार ह।ै 

(ii)	 एक ठोस जिसकी बाह्य छवि एक प्रेक्षण बिद ुसे वतृ्ताकार और दसूरे प्रेक्षण बिद ुसे 
त्रिभुजाकार ह।ै 

(iii)	 एक ठोस जिसकी बाह्य छवि एक प्रेक्षण बिद ुसे आयताकार और दसूरे प्रेक्षण बिद ुसे 
त्रिभुजाकार ह।ै 

(iv)	 एक ठोस जिसकी बाह्य छवि एक प्रेक्षण बिद ुसे समलंब रूपी और दसूरे प्रेक्षण बिद ुसे 
वतृ्ताकार ह।ै 

(v)	 एक ठोस जिसकी बाह्य छवि एक प्रेक्षण बिद ुसे पंचभुजीय और दसूरे प्रेक्षण बिद ुसे 
आयताकार ह।ै 

क््यया इनमेें से प्रत््ययेक स््थथिति के लिए अद्वितीय ठोस होते हैैं या क््यया आप कई अन्‍य संभावनाए ँबता 
सकते हैैं?

ठोसोों का निर््ममाण्‍ा
कई आधारभतू ठोस, जैसे— घनाभ, समातर षटफलक, बेलन, शकुं, प्रिज््म और पिरामिड मुड़ 
सकने वाले पदार्थथों, जैसे— कागज, गत्ता और यहाँ तक कि धात ुकी चादरोों से बनाए जा सकते हैैं! 
यह खोखले ठोस को निर््ममित करने की एक विधि ह।ै
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घनाभ षटफलक बेलन 

शकुं त्रिकोणीय प्रिज््म त्रिकोणीय पिरामिड

ऐसे ठोसोों की चर््चचा करते समय, जिनके किनारोों पर सपाट सतहेें होों, उसके मलू घटकोों— 
फलक, किनारे तथा शीर््ष का उल््ललेख करना उचित ह।ै

शीर््ष किनारा 

फलक 

शीर््ष किनारा 

फलक

फलक किसी ठोस की समतल या सपाट सतह होती है जो इसकी सीमा निर््धधारित 
करती है। किनारे वे रेखाखंड हैैं जो फलकोों की भुजा बनाते हैैं और शीर््ष वे बिद ुहोते हैैं जहाँ 
किनारे मिलते हैैं। उदाहरण के लिए— एक घनाभ अथवा घन के 6 फलक, 12 किनारे तथा 8 
शीर््ष होते हैैं।
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प्रिज््म और पिरामिड के कई प्रकार हैैं, जिनके नाम उनके फलकोों के आकार पर निर््भर करते हैैं। 

त्रिभजुीय प्रिज््म पंचभजुीय प्रिज््म षटभजुीय प्रिज््म

प्रिज््म— एक प्रिज््म मेें सामान््यत: सम््ममुख फलकोों पर दो सर््वाांगसम बहुभुज होते हैैं जिनके 
किनारे इन बहुभुजोों के संगत शीर्षषों को जोड़ते हैैं। अन््य सभी फलक समातर चतुर््भभुज होते हैैं। 
सर््वाांगसम बहुभुजोों के आकार के आधार पर इन प्रिज््मोों को त्रिभुजीय प्रिज््म, पंचभुजीय प्रिज््म आदि 
कहा जा सकता ह।ै

पिरामिड— सामान््यत: एक पिरामिड के आधार मेें एक बहुभुज होता ह ैऔर उसके बाहर एक 
बिद ुहोता ह ैतथा उसके किनारे इस बिद ुको आधार के सभी शीर्षषों से जोड़ते हैैं। आधार के आकार 
के अनसुार पिरामिड को त्रिभुजीय पिरामिड, वर्गीय पिरामिड, पंचभुजीय पिरामिड आदि कहा जाता 
ह।ै एक त्रिभुजीय पिरामिड चतुष््फलक के रूप मेें भी जाना जाता ह।ै

त्रिभजुीय पिरामिड पंचभजुीय पिरामिड षटभजुीय पिरामिड

यदि किसी प्रिज््म के सर््वाांगसम बहुभुजोों मेें 10 भुजाए ँहैैं तो पिरामिड मेें कितने फलक, कोरे तथा 
शीर््ष होोंगे? यदि बहुभुज मेें n भुजाए ँहोों तो फलक, कोरेें तथा शीर््ष की संख््‍यया कितनी होोंगी?

यदि एक पिरामिड के आधार मेें 10 भुजाएँ हैैं तो इस पिरामिड के कितने फलक, कोरेें  तथा 
शीर््ष हैैं? यदि आधार मेें एक n भुजा वाला बहुभुज है तो फलक, कोरेें  तथा शीर््ष की संख््‍यया 
क््‍यया होोंगी?

अब हम दखेेेंगे कि मोड़ी जा सकने वाली सपाट सतहोों, जैसे— कागज, गत्ते आदि का उपयोग 
कर विभिन््न प्रकार के ठोस कैसे बनाए जा सकते हैैं।

इसकी मलू अवधारणा सपाट सतह पर एक ऐसी आकृति बनाना ह,ै जिसे मोड़कर ठोस निर््ममित 
किया जा सके। इस प्रकार की आकृति को जाल (नेट) कहते हैैं। दसूरे शब््दोों मेें किसी ठोस को 
समतल पर ‘खोलने’ से एक जाल प्राप्‍त होता ह।ै 

04_Chapter 4.indd   7904_Chapter 4.indd   79 24-Aug-26   4:21:30 PM24-Aug-26   4:21:30 PM



गण‍ि�ित प्रकााश | कक्षाा 8 | भााग-II  

80

एक घन का जाल कैसा होता ह?ै
चित्र 4.1 घन का एक जाल ह।ै

कल््पना कीजिए कि घन बनाने के लिए इसे किस प्रकार मोड़ा जा सकता ह।ै

जाल के उपयोग करने के व््ययावहारिक पहलू
घन के जाल से एक वास््तविक घन बनाने के लिए कुछ व््ययावहारिक 
पहलुओ ंको ध््ययान मेें रखना आवश््यक ह।ै पहला यह ह ै कि उपयोग मेें 
लाए जाने वाले पदार््थ इतने सुदृढ़ होों कि घन असानी से खड़ा रह सके। 
दसूरा तथ््य यह ह ैकि घन के फलकोों को आपस मेें जोड़ने के लिए कोई क्रियाविधि होनी चाहिए। 
यदि गत्ता या उसके जैसी ही कोई वस््‍ततु उपयोग मेें लाई जाती ह ैतो संलग््न फलकोों को सेलोटेप से 
भी जोड़ा जा सकता ह।ै कुछ कम कठोर वस््‍ततुओ,ं जैसे कि चार््ट पेपर के फलकोों मेें कुछ अतिरिक्‍त 
‘पल््लले’ (flaps) होना आवश््यक ह ैजि‍न्‍हें संलग््न फलकोों से जोड़ा जा सके। आपने इस तकनीक 
को पैकिग वाले डि‍ब््बोों मेें देखा होगा।

(i) (ii) (iii)

हालाँकि जब हम ठोस के जाल के विषय मेें बात करते हैैं तो हम केवल ठोस को खोलने पर बनी 
आकृति पर विचार करते हैैं, उन्‍हें संभालने या सहारा दनेे वाले अन््य पल्‍लों पर नहीीं जो वास््तव मेें 
उस ठोस को बनाने मेें उपयोग मेें आते हैैं। 

जाल का उपयोग करके बनाने के अतिरिक्‍त कागज से घन बनाने की अन््य विधिया भी हैैं। 
ऐसे बहुत से जाल संभव हैैं जिनका उपयोग एक घन को निर््ममित करने मेें किया जा सकता ह।ै

आइए, पता लगाएँ
1.	नीच ेदिए गए जालोों मेें से कौन-से एक घन के जाल हैैं? प्रथमत: कल््पना से उत्तर दनेे का प्रयास 

कीजिए। इसके पश््‍चचात आप कटआउट का उपयोग करके अभ््‍ययास कर सकते हैैं। 

(i) (ii) (iii)

चित्र. 4.1
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(iv) (v) (vi)

2.	एक घन मेें कुल 11 संभावित जाल की संरचनाए ँहैैं। इस गणना मेें यदि एक जाल दसूरे जाल 
को घुमाकर या उलटकर प्राप्‍त किया जा सकता ह ै तो उसे एक ही जाल माना जाता ह।ै 
उदाहरण के लिए— नीच ेदिए गए सभी जाल समान माने जाते हैैं—

एक घन के सभी 11 जाल ज्ञात कीजिए।
3.	एक घनाभ का जाल बनाइए जिसकी भुजाओ ंकी माप हैैं— 

(i)	 5 cm, 3 cm और 1 cm 

(ii)	 6 cm, 3 cm और 2 cm 

आइए, अन््य ठोसोों/ठोस आकारोों के जाल ढँूढ़ते हैैं!
एक चतषु््फलक जिसके फलक समबाहु त्रिभुज होते हैैं वह सम चतुष््फलक कहलाता ह।ै

एक सम चतषु््फलक का जाल किस प्रकार का होगा? नीच ेदिए गए जालोों मेें से कौन-सा एक सम 
चतषु््फलक का जाल ह?ै 

क््यया कुछ अन््य संभव जाल हैैं?
एक सम चतषु््फलक के केवल 2 जाल संभव हैैं।

उचित मापोों का एक जाल बनाइए जिसे एक सम चतषु््फलक के रूप मेें मोड़ा जा सके। इसके 
साथ ही जाँच कीजिए कि क््यया यह वास््तविक कटआउट बनाकर संभव ह।ै 

उचित मापोों का एक जाल बनाइए जिसे एक वर्गीय पिरामिड मेें मोड़ा जा सके। जाँच कीजिए 
कि क््यया यह वास््तविक कटआउट बनाकर संभव ह।ै 

प्रयाास 
कीीजि�ए

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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एक बेलन का जाल किस प्रकार का होगा? 
जैसा कि नीच ेदिए गए चित्र मेें दर््शशाया गया ह ैकि यदि बेलन के वतृ्ताकार फलकोों को खोला 

जाए और बेलन की ऊँचाई के अनुदिश उन्‍हें काटा जाए, तो हमेें प्राप्‍त होता ह—ै

ऊँचाई

बताइए कि प्राप्‍त आयत की भुजाओ ंकी लंबाई क््यया ह?ै

बताइए कि एक शकुं का जाल किस प्रकार का दिखाई दगेा?

O

l

यदि शंकु को रेखा l के अनुदिश काटा जाए और इसके पश््‍चचात फैलाया जाए तो हमेें क््यया 
प्राप्‍त होगा?

ध््ययान दीजिए कि आधार के वतृ्त की सीमा (परिधि) के सभी बिद,ु ‘O’ से समान दरूी पर हैैं। अत: 
शकुं को फैलाने के पश््‍चचात जाल की सीमा केें द्र ‘O’ वाले वतृ्त का एक भाग होगी।

O

उपर््ययुक्‍त जाल के उपयोग से आप किस सतह की रचना करते हैैं जिसमेें ‘O’ सीमा  
वाले वतृ्त का केें द्र नहीीं ह?ै इस प्रश्‍न का उत्तर ज्ञात करने के लिए एक भौतिक प्रतिरूप बनाइए।

उचित मापकोों का उपयोग कर एक जाल (नेट) बनाइए जिसे त्रिभुजाकार प्रिज््म मेें मोड़ा जा 
सके। वास््तविक कटआउट बना कर इसकी जाँच कीजिए। 

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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अष्‍टफलक, वह ठोस वस््‍ततु होती ह ै जो दो वर््गगाकार पिरामिडोों के वर््गगाकार आधारोों को 
जोड़कर बनाई जाती ह।ै

अष्‍टफलक

क््यया आप इसके जाल की कल््पना कर सकते हैैं? यह इसके जालोों मेें से एक जाल ह।ै

इस जाल के सभी त्रिभुजोों का समबाहु त्रिभुज लेकर जाल का एक कटआउट बनाइए और 
इसे एक अष्‍टफलक बनाने के लिए मोड़िए।

घन की ही भाति एक अष्‍टफलक के भी 11 विभिन््न जाल होते हैैं।
अभी तक हमने ऐसे ठोसोों को दखेा ह ैजिनके सभी फलक समबाहु त्रिभुज (सम चतषु््फलक) 

और वर््ग (घन) हैैं। क््यया कोई ऐसा ठोस भी विद्यमान ह ैजिसके सभी फलक पंचभुज हैैं? रुचिकर 
बात यह ह ैकि इसका उत्तर हाँ ह!ै 

इस ठोस को द्वादशफलक कहते हैैं। इस ठोस को भी एक जाल से बनाया जा सकता ह!ै 
गण‍‍ितज्ञञों ने यह ज्ञात किया कि एक द्वादशफलक के 43,380 जाल होते हैैं। 

द्वादशफलक

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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गोले का जाल? प्रयोग कीजिए और दखेिए कि क््यया आप कागज का एक ऐसा कटआउट बना 
सकते हैैं जो एक गेेंद को बिना किसी मुड़ाव, रिक्‍त स््‍थथान छोड़े या अतिव््ययापी हुए परू््णत: लपेट सके। 

घन पर सबसे छोटे मार््ग
आइए, अब तक की चर््चचा से संबंधित एक रोचक समस््यया पर विचार करते हैैं। हम जानते हैैं कि एक 
समतल पर स््थथित दो बिदओु ंके मध््य सबसे छोटा मार््ग उन बिदओु ंको जोड़ने वाली एक सीधी रेखा 
होती ह।ै अब, एक घनाभ की सतह पर स््थथित किन््हीीं दो बिदओु ंके मध््य सबसे छोटा मार््ग कौन-सा 
ह,ै यदि हमेें केवल उसकी सतह के अनरुूप ही चलने की अनुमति हो? 

आइए, घन की सतह के ऊपर रहने वाली एक भखूी चीींटी की कल््पना करेें। इसके भाग्‍यवश 
सतह पर एक ल�ू रखा ह।ै

ल�ू  (ऊपरी सतह के केें द्र मेें)

चीींटी (पाश्‍‍र््व सतह के केें द्र मेें)

ल�ू तक पहुचँने हते ुचीींटी के लिए सबसे छोटा मार््ग क््यया ह?ै

नीच ेदी गई स््थथिति के विषय मेें आपका क््‍यया विचार ह?ै

ल�ू  (किनारे के मध््य मेें)

यदि हम किसी विशषे मार््ग को सबसे छोटा मानते हैैं तो अनगिनत सभंावनाओ ंके मध्‍य हम यह 
किस प्रकार सुनिश्‍च‍ित कर सकते हैैं कि वास््तव मेें यही मार््ग छोटा ह?ै

उदाहरण के लिए— क््यया इनमेें से कोई भी मार््ग सबसे छोटा मार््ग ह?ै

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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[ सकेंत— जाल बनाइए और दखेिए कि यह मार््ग जाल पर किस प्रकार से दिखाई दतेे हैैं।]

यह क््यया प्रदर््शशित करता ह?ै
घनाभ की सतह पर बने किसी मार््ग को उसके जाल पर उसी लंबाई के मार््ग मेें परिवर््ततित किया 

जा सकता ह।ै इसके विपरीत जाल पर किसी मार््ग को घनाभ पर उसी लंबाई के मार््ग मेें परिवर््ततित 
किया जा सकता ह।ै

पहली स््थथिति मेें घनाभ का चिह्नित मार््ग सबसे छोटा है क््योोंकि यह मार््ग जाल पर चीींटी 
और ल�ू के मध््य एक सरल रेखा मेें परिवर््ततित हो जाता है, जो दोनोों के मध््य सबसे छोटा 
मार््ग है।

दसूरी स््थथिति मेें घनाभ पर चिह्नित मार््ग घनाभ के जाल पर एक सीधी रेखा मेें परिवर््ततित नहीीं 
होता ह ैऔर इसलिए यह चीींटी के लिए सबसे छोटा मार््ग नहीीं ह।ै

ल�ू (किनारे के मध््य मेें)

लाल रंग का मार््ग सबसे छोटा ह।ै

इस प्रकार घनाभ पर सबसे छोटा मार््ग ज्ञात करने के प्रश्‍न को हम इसके जाल द्वारा सबसे छोटे 
मार््ग ज्ञात करने मेें परिवर््ततित कर दतेे हैैं।

क््यया अब हमने घनाभ पर दो बिदओु ंके मध््य सबसे छोटा मार््ग ज्ञात करने की समस््यया का परू््णत: 
विश््‍ललेषण कर लिया ह?ै
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नीच ेदी गई स््थथिति मेें चीींटी और ल�ू के मध््य सबसे छोटा मार््ग ज्ञात कीजिए—

चीींटी (फलक के केें द्र मेें)
8 cm

2 cm

4 cm

4 
cm

यदि हम परू््व की भाति घनाभ को खोलेें तो हमेें प्राप्‍त होता ह—ै
8 cm

4 
cm

4 cm 4 cm

4 
cm

4 
cm

4 
cm

4 
cm

ध््ययान दीजिए कि चीींटी और ल�ू के बीच का रेखाखडं जाल के बाहर जा रहा ह।ै नि:संदहे यह 
घनाभ पर किसी भी मार््ग के अनरुूप तो नहीीं ह।ै

तो विचार कीजिए कि अब हम क््यया करेें?
यदि जाल को निम््न प्रकार से खोला जाए तो हमेें घनाभ पर एक मार््ग मिल जाता ह।ै

सबसे छोटा मार््ग

अत: घनाभ को किस प्रकार से खोलना ह,ै यह भी महत्तत्वपरू््ण ह!ै 
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अब हम एक जटिल स््थथिति को समझते हैैं।

चीींटी और ल�ू के मध््य सबसे छोटे मार््ग की लबंाई क््यया ह?ै 

6 cm
30 cm

12 cm

1 
cm

1 
cm

ल�ू (बक््ससे के 
पीछे चिपका हुआ)

12
 c

m

12
 c

m

6 cm

12 cm

घनाभ को खोलने की कुछ विधिया नीच ेदर््शशाई गई हैैं—

42 cm

d

24
 c

m

32 cm

दसूरी स््थथिति मेें चीींटी और ल�ू के मध््य दरूी d की गणना बौधायन प्रमये के प्रयोग से की जा 
सकती ह ैक््योोंकि यहाँ हमारे पास एक समकोण त्रिभुज ह।ै

d 2 = 242 + 322

d = 1600  = 40 cm
हम दखेते हैैं कि विभ‍‍िन्‍न प्रकार से खोलने मेें प्रत््ययेक स््थथिति मेें चीींटी तथा ल�ू के मध््य रेखाखडं 

की लंबाई भिन््न-भिन््न हैैं! अत: हमेें उत्तर ज्ञात करने के लिए घनाभ को खोलने की सभी सभंावित 
विधियोों को ध््ययानपरू््वक सचूीबद्ध करना होगा!

समतल सतह पर ठोस का निरूपण
चित्रकारी परुातन मानवीय गतिविधियोों मेें से एक ह।ै मानवजाति मेें सौौंदर्यीकरण के साथ-साथ 
व््ययावहारिक तथा यात्रिकी दोनोों उद्देश््योों के लिए चित्रकला हजारोों वर्षषों से प्रचलित ह।ै व््ययावहारिक 
और यात्रिकी के संदर््भ मेें किसी वस््ततु की चित्रकारी करना, उसे अभिलेखित करने अथवा उसके 
विषय मेें सचूना प्रदान करने की एक आवश््यक विधि ह।ै दृश्‍य निरूपण प्रदर््शशि‍त की जा रही 
वस््‍ततुओ ं के विषय मेें सोचने और समझने मेें भी सहायता करता ह।ै प्राय: इसकी आवश््यकता 

प्रयास 
कीजिए
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अभियात्रिकी मेें— भवन का निर््ममाण, मशीनोों की अभिकल््पना करने आदि के लिए होती ह।ै इसके 
अतिरिक्‍त अभियात्रिकी चित्रण का पर््ययाप्‍त रूप से विस््ततार होना आवश््यक ह ैजिससे कि कोई भी 
इसके द्वारा दर््शशाई गई वस््ततुओ ंको व््ययावहारिक रूप से बना सके।

अब हम एक समतल पर ठोस वस््‍ततुओ ंको चित्रित करने की विधियोों का अन््‍ववेषण करेेंगे।

प्रक्षेप
किसी ठोस वस््‍ततु का जाल (जब वह विद्यमान ह)ै ठोस वस््‍ततु को समतल पर निरूपित करने की एक 
विधि होती ह।ै परंत ुजाल को व््ययावहारिक रूप से बिना काट और बिना मोड़े जाल से ठोस वस््‍ततु की 
कल््पना करना कठिन हो सकता ह।ै 

ठोस वस््‍ततु को प्रदर््शशि‍त करने की एक अन््य विधि समतल पर उसके सभी बिदओु ंके प्रक्षेपोों पर 
ध््ययान दनेा ह।ै यह युक्‍त‍ि एक ठोस वस््‍ततु के विशिष्‍ट प्रेक्षण बिद ुसे बनाने वाली छवि से संबंधित ह।ै 
इसकी चर््चचा हम परू््व मेें ही कर चकेु हैैं। आइए, दखेेें कि यह तकनीक किस प्रकार कार््य करती ह—ै

O

X

P

M

O, P का प्रक्षेपण ह।ै

समष्‍ट‍ि मेें एक बिद ुP और एक समतल M पर विचार कीजिए। बिद ुP से जाती हुई एक रेखा 
की कल््पना कीजिए जो समतल M को बिद ुO पर प्रतिच््छछेद करती ह।ै

यहाँ OP समतल के लंबवत ह,ै यदि समतल पर किसी रेखा OX के लिए ∠POX = 90° 
हो। इस स््थथिति मेें हम कहते हैैं कि बिद ुO समतल पर बिद ुP का प्रक्षेप ह।ै किसी वस््ततु के सभी 
बिदओु ंके प्रक्षेपण मिलकर समतल पर उस वस््ततु का प्रक्षेप निर््ममित करते हैैं।

आइए, एक रेखा के प्रक्षेपण का दृश््ययाांकन करेें।

चित्र 4.2

प्रक्षेपण
प्रक्षेपण
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रेखा के प्रक्षेपण मेें उसकी लंबाई का क््यया होता ह?ै
चित्र 4.3 मेें प्रक्षेपणोों पर विचार कीजिए। उदाहरण 

के लिए, माना रेखा AB की वास््तविक लंबाई l ह ैऔर 
उसके प्रक्षेपण की लंबाई p ह।ै

AE ⊥ BC बनाइए। AECD एक आयत ह।ै 
(क््योों?)। अत: AE = DC = p ह।ै इसके अतिरिक्‍त 
∠AEB = 90°

क््यया अब आप p तथा l की लंबाई की तलुना कर 
सकते हैैं?

प्रक्षेपित रेखा की लंबाई उसकी वास््तविक लंबाई के समान कब होगी? 

आपके विचार से वर््ग के अभिविन््ययास के आधार पर प्राप्‍त होने वाले विभिन््न संभावित 
प्रक्षेप क््यया हैैं?

आपके विचार से विभिन््न अभिविन््ययासोों मेें निहित समातर चतुर््भभुज का प्रक्षेप क््यया ह?ै 
क््यया यह कभी एक चतुर््भभुज हो सकता ह ैजो समातर चतुर््भभुज नहीीं ह?ै 

प्रारंभ मेें आप समातर रेखाओ ंके युग््म के प्रक्षेपण पर विचार कर सकते हैैं।

n-भुजाओ ंवाले सम बहुभुज के प्रक्षेपण के विषय मेें आपका क््यया विचार हैैं?
[ सकेंत— किसी बहुभुज का प्रक्षेपण उसकी भुजाओ ंके प्रक्षेपणोों से मिलकर बनता ह।ै]
आइए, अब ठोस वस््‍ततुओ ंके प्रक्षेपणोों पर विचार करेें। 

घन और शकुं के प्रक्षेप किस प्रकार से दिखेेंगे?

चित्र 4.4 चित्र 4.5

D

Cp

A

E
p

B
l

चित्र 4.3

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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यदि कोई वस््ततु किसी समतल से लंबवत होकर गजुरे और उसमेें छिद्र बनाए तो उस छिद्र का 
आकार वस््ततु के प्रक्षेप के आकार के समान होगा।

चित्र 4.2 से चित्र 4.5 तक दखेिए। प्रत््ययेक स््थथिति मेें दखेिए कि आप किसी दसूरी वस््ततु की कल््पना 
कर सकते हैैं जो समान प्रक्षेपण दतेी हो।

चित्र 4.6

विभिन््न रेखाए ँऔर घनाभ एक समान प्रक्षेपण दतेे हुए

हमने दखेा कि कोई दिया हुआ प्रक्षेपण केवल एक ही वस््ततु से नहीीं बनता ह।ै
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किसी एसेी दसूरी वस््ततु को ढँूढ़‍िए जो दिए गए शकंु  के समान प्रक्षेपण बनाती हो।
इस प्रयोजन के लिए हम प्राय: किसी वस््ततु के तीन परस््पर लंबवत प्रक्षेप लेते हैैं। जैसा कि 

आकृति मेें दर््शशाया गया ह ैहम वस््ततु के सामने स््थथित एक समतल को ऊर््ध्ववाधर तल कहते हैैं। वस््ततु 
के नीच ेके समतल को क्षैतिज तल और वस््ततु के पाश्‍‍र््व के समतल को पाश्‍‍र्वीय तल कहते हैैं।

अग्र दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य

ऊर््ध्ववाधर तल 

पाश्‍‍र््व तल

क्षैतिज तल

हम इन तीीन समतलोंं पर वस्तुु केे प्रक्षेेप कोो उन दि�शााओं ं केे आधाार पर नााम देतेेे हैंं जि�न 
दि�शााओं ंसेे वस्तुु कोो देखेाा जााताा है।ै ऊर्ध्वा�ा�धर तल केे प्रके्षेप कोो अग्र दृश्य, कै्षैति�ज तल केे प्रक्षेेपण 
कोो ऊर्ध्व�व दृश्य तथाा पाार्श्‍वी��ीय तल केे प्रक्षेेपण कोो पााश्‍‍‍�र्वव दृश्य कहतेे हैंं। येे प्रके्षेप उन छवि�योंं कोो दर्शाा�ते 
हैंं जि�न छवि�योंं कीी खोोज हमनेे पि�छलेे खंडं मेंं कीी थीी।

आइए, दखेत हैैं कि चित्र 4.6 मेें दर््शशाई गई वस््ततुओ ंका प्रक्षेप क््यया होगा जब दर््शशाए गए समतल को 
ऊर््ध्ववाधर तल के रूप मेें लिया जाता ह।ै
चित्र 4.6 मेें विभिन््न रेखाओ ंका प्रक्षेप—
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अग्र दृश््य ऊर््ध््व दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

चित्र 4.6 मेें दिए गए विभिन््न घनाभोों का प्रक्षेपण—
अग्र दृश््य ऊर््ध््व दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

आइए, पता लगाएँ
1.	 चित्र 4.6 मेें दी गई विभिन््न रेखाओ ंके अग्र दृश््य, ऊर््ध््व दृश््य और पाश्‍वर् दृश््य का 

अवलोकन कीजिए। क््यया इनकी लंबाईयोों के मध््य कोई संबंध ह?ै 
2.	नीचे दिए गए प्रत््ययेक ठोस वस््‍ततु के अभिविन््ययास को ऊर््ध्ववाधर, क्षैतिज और पाश्‍व�य 

तल के सापेक्ष निश्‍च‍ित करते हुए इनके अग्र दृश््य, ऊर््ध््व दृश््य तथा पाश्‍वर् दृश््य— 
घन, घनाभ, समांतर षटफलक, शकुं, बेलन, प्रिज््म तथा पिरामिड को ज्ञात कीजिए। 
आवश््यकतानुसार संकेतो ों के लिए अगला प्रश्‍न देखिए।

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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3.	नीच ेदी गई प्रत््ययेक वस््ततुओ ंका उसके प्रक्षेपण से मिलान कीजिए।

अग्र (Front) ऊर््ध््व (Top) पाश्‍‍र््व (Side)
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छाया 
एक समतल जैसे आपकी कक्षा की दीवार के सामने किसी वस््ततु को रखिए। वस््ततु के ऊपर दीवार 
की लंबवत दिशा मेें टॉर््च से प्रकाश डालिए।

आप क््यया दखेते हैैं?
यद्यपि वस््ततु को विभिन््न प्रकारोों से पकड़ने के आधार पर छाया का आकार कुछ बढ़़ा हुआ, 

ख‍‍ििंचा हुआ और यहाँ तक कि थोड़ा-सा विकृत भी हो सकता ह।ै हम दखेेेंगे कि समतल पर छाया 
का आकार वैसा ही ह ैजैसा समतल पर उसका प्रक्षेप ह!ै  

जब आप टॉर््च और वस््ततु के मध््य की दरूी को परिवर््ततित करते हैैं तो छाया के आकार मेें क््‍यया 
परिवर््तन होता ह।ै 

ऐसा क््योों होता ह?ै 
अब कल््पना कीजिए कि आपकी टॉर््च मेें बहुत क्षमता ह ैऔर यह दीवार पर लगातार 

वस््ततु की छाया बनाती ही रहगेी भले ही आप इसे कितना ही पीछे ले जाए।ँ
यदि यह काल््पनिक टॉर््च सदैव ही दीवार के तल के लंबवत दिशा मेें संकेत करती ह ैतो  

जैसे-जैसे टॉर््च और वस््ततु के मध््य की दरूी बढ़ती जाती ह,ै वैसे-वैसे वस््ततु की छाया और दीवार के 
तल पर प्रक्षेप समान हो जाएगँे।

हालाँकि यह प्रयोग विचित्र प्रतीत हो सकता ह ैपरंत ुआप ऐसे ही एक अत््ययंत सदुृढ़ और दरूस््थ 
टॉर््च से परू््व से ही परिचित हैैं... सरू््य से! वास््तव मेें जब सरू््य की किरणेें किसी समतल के लंबवत 
होती हैैं तो उस समतल पर पड़ने वाली छाया प्रक्षेप से अतंर करने योग््य नहीीं होती!

इससे परू््व हमने पछूा था कि समातर चतुर््भभुज का प्रक्षेप कैसा प्रतीत हो सकता ह।ै अब आप 
एक समातर चतुर््भभुज का कटआउट बनाकर और धपू मेें उसकी छाया को दखेकर इस प्रश्‍न का उत्तर 
भौतिक रूप से द ेसकते हैैं। आप समातर चतुर््भभुज का किसी भी प्रकार से भी घुमाए ँआप पाएगँे कि 
छाया समातर चतुर््भभुज ही रहती ह।ै 

सामान््यतः समातर रेखाओ ंके युग््म का प्रक्षेपण सदैव समातर ही रहगेा।

यह गणु वस््ततुओ ंके प्रक्षेपण को रेखांकित करने मेें उपयोगी ह।ै

प्रयाास 
कीीजि�ए

04_Chapter 4.indd   9404_Chapter 4.indd   94 24-Aug-26   4:21:39 PM24-Aug-26   4:21:39 PM



95

कुछ ज््ययामितीय संरचनाओ ंकी खोज 

आइए, पता लगाएँ
1.	 निम्‍नलिख‍‍ित समान आकार के घनोों के प्रत््‍ययेक संयोजन के लिए ऊर््ध््व, अग्र और पाश्‍‍र््व दृश्‍य 

चित्रर‍ित कीजि‍ए।

अग्र भाग

ऊर््ध््व भाग

पाश्‍‍र््व भाग

अग्र भाग

ऊर््ध््व भाग

पाश्‍‍र््व भाग

ऊर््ध््व भाग

अग्र भाग

ऊर््ध््व भाग

पाश्‍‍र््व भाग

अग्र भाग

ऊर््ध््व भाग

पाश्‍‍र््व भाग

अग्र भाग

पाश्‍‍र््व भाग

ऊर््ध््व भाग

पाश्‍‍र््व भाग

अग्र भाग

2.	आठ एक समान घनोों की कल््पना कीजिए जो अक्षर ‘ ’ बनाने के लिए फलकोों द्वारा आपस 
मेें जुड़ हुए हैैं।
(i)	 यह सामने से ‘ ’ जैसा प्रतीत होता ह।ै यह पाश्‍ र््व से कैसा दर््शशाई दतेा ह?ै ऊर््ध््व से यह 

कैसा दिखाई दतेा ह?ै
(ii)	 ऐसी आकृति बनाने के लिए और अधिक घन जोड़िए जो सामने से ‘ ’ तथा 

ऊपर से ‘ ’ जैसा प्रतीत होता हो।
(iii)	 अब, क््यया आप और अधिक घन जोड़ सकते हैैं जिससे कि यह अग्र भाग से ‘ ’ 

ऊर््ध््व भाग से, ‘ ’ और पाश्‍ र््व से ‘ ’ जैसा दिखाई द?े
(iv)	 क््यया आप घनोों के एकल सयंोजन से इस प्रकार बनने वाले अन््य भिन््न अक्षरोों की 

कल््पना कर सकते हैैं?

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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3.	कौन-सी ठोस वस््‍ततु दिए हुए ऊर््ध््व दृश््य, अग्र दृश््य और पाश्‍ र््व दृश््य 
के संगत ह?ै

अग्र दृश््य ऊर््ध््व दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

अग्र दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य

अग्र दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य

अग्र दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य

अग्र दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य(i) (ii) (iii) (iv)

अग्र दृश््य अग्र दृश््य अग्र दृश््य

पाश्‍‍र््व दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य
पाश्‍‍र््व दृश््य

ऊर््ध््व दृश््यऊर््ध््व दृश््य ऊर््ध््व दृश््य(v) (vi) (vii)

4.	समान आकार के घनोों का उपयोग कर एक ठोस बनाइए जो नीच ेदिए गए प्रक्षेपण दतेा ह।ै

ऊर््ध््व दृश््य अग्र दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य अग्र दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

ऊर््ध््व दृश््य अग्र दृश््य पाश्‍‍र््व दृश््य

(i)

(iv)

(vii)

(ii)

(v)

(viii)

(iii)

(vi)

(ix)
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5.	एकसमान घनोों के इस ढेर मेें घनोों की संख््यया ज्ञात कीजिए।

6.	एक घन के प्रक्षेपण से विभिन््न अभिविन््ययासोों के अतंर््गत कौन-कौन से अलग-अलग 
आकार बन सकते हैैं? 

समदूरीक प्रक्षेपण
सामान््यत: एक तल पर ठोस वस््‍ततु का प्रक्षेपण करते समय हमेें कुछ सचूनाए ँप्राप्‍त नहीीं होती हैैं। 
परंत ुठोस के किसी विशषे अभिविन््ययास के आधार पर हम कभी-कभी खोई हुई सचूना का एक 
बड़़ा भाग पनुः प्राप्‍त कर पाते हैैं। 

आइए, घन के ऐसे अभिविन््ययास पर विचार करते हैैं, जिसमेें घन की सभी भुजाओ ंके प्रक्षेपोों 
की लंबाइया समान हैैं। ऐसे प्रक्षेप को घन का समदूरीक प्रक्षेपण कहते हैैं। ग्रीक भाषा मेें समदरूीक 
का अर््थ समान माप ह।ै

एक घन को परू््णत: उसके किसी एक शीर््ष पर संतुलित करने और इसके पश््‍चचात उसे सतह 
के तल पर प्रक्षेपण करने की कल््पना कीजिए। यह प्रक्षेपण समदरूीक प्रक्षेपण ह ैतथा नीच ेदर््शशाए 
अनसुार प्रतीत होता ह।ै

एक घन के प्रतिरूप (Model) की रचना कीजिए तथा उसे अपने हाथोों द्वारा उसके किसी 
एक शीर््ष पर संतुलित कीजिए। क््यया आप बता सकते हैैं कि सभी प्रक्षेपित किनारोों की 
लंबाइया समान क््योों हैैं? 

एक घन का समदरूीक निरूपण एक सम षट्भुज ह।ै यदि घन काँच से 
निर््ममित ह ैतो इसके सभी किनारे दृश््यमान होोंगे। 

यह संरचना समदूरीक चित्रण का आधार ह!ै किसी समतल पर षट्भुजोों 
को एक साथ लगाने पर हमेें समदूरीक ग्रिड प्राप्‍त होती ह।ै

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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समदरूीक बिदुकित जाल का अभियात्रिकी मेें बहुधा उपयोग किया जाता ह।ै इससे ठोस वस््‍ततुओ ं
के प्रक्षेपोों को चित््राांकित करना और लंबाई, चौड़ाई और ऊँचाई आयामोों के अनुदिश लंबाइयोों का 
मापन करना सरल हो जाता ह,ै जैसा कि चित्र 4.7 मेें दर््शशाया गया ह।ै

ऊर््ध्ववाधर तल पाश्‍‍र््व तल

क्षैतिज तल

ऊँचाई 

चौड़ाई 
(गहराई)

लंबाई 

चित्र 4.7 

समदूरीक बिदुकित जाल पर चित््राांकन
क््यया आपने टैट्रिस खलेा ह?ै टैट्रिस मेें पाँच मलूभतू आकृतिया होती हैैं जिनमेें चार वर्गगों को विभिन््न 
प्रकार से व््यवस््थथित करना होता ह।ै

चित्र 4.8

(i) (ii)

(iii) (iv) (v)
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कल््पना कीजिए कि ये सभी वर््ग न होकर घन हैैं। इन सभी को समदरूीक पेपर पर चित्रित कीजिए  
(जो आपकी पाठ्यपसु््तक के अतं मेें दिया गया ह।ै)

जैसा कि चित्र 4.7 मेें दखेा गया ह ैकि‍ एक ठोस आकृति के तीन मुख््य अक्ष होते हैैं। इन््हेें हम 
चौड़ाई अक्ष, लंबाई अक्ष और ऊँचाई अक्ष कहते हैैं।

इस बिदुकित जाल के किनारे तीन भिन््न अभिविन््ययासोों मेें — ,  तथा | प्रकार से दिखते हैैं। 
हम ऊँचाई को | से, चौड़ाई को  से तथा लंबाई को  से प्रदर््शशित करते हैैं।

लंबाई चौड़ाई 

ऊँचाई

बिदुकित जाल पर चित्रण करते समय दिए गए अक्ष के अनुदिश आप जितनी इकाइया आगे 
बढ़ना चाहते हैैं, उतने किनारे से किनारे मिलाकर बनाते जाते हैैं।

उदाहरण के लिए, आप 1 × 1 × 1 आयामी घन का चित््राांकन नीच ेदिए अनसुार कर सकते हैैं। 
आप 2 × 2 × 2 आयामी घन का चित््राांकन किस प्रकार करेेंगे? यदि यह ठोस वस््‍ततु का दृश््ययाांकन 
करने मेें आपके लिए उपयोगी हो तो आप इसे छायाँकित भी कर सकते हैैं।

चित्र 4.8 मेें प्रथम टैट्रिस किनारोों से परस््पर जुड़ हुए चार घनोों की पंक््‍तति ह।ै इस ठोस वस््‍ततु के 
चित््राांकन के लिए आपको चार घनोों की पंक््‍तति के किसी एक अभिविन््ययास का चयन करना होगा।

आइए, इसे चौड़ाई अक्ष के अनुदिश चित्रित करते हैैं। आप इसे घन से घन जोड़कर भी बना 
सकते हैैं परंत ुइस स््थथिति मेें आपको घनोों को जोड़ने पर छिप जाने वाली रेखाओ ंको मिटाने की 
आवश््यकता होगी। (यदि आपके पास रबड़ नहीीं ह ैतो पहले आप हल््ककी रेखाए ँबना सकते हैैं और 
इसके पश््‍चचात मेें दृश््यमान रेखाओ ंको गहरा कर सकते हैैं।)

लंबाईचौड़ाई
गहराई

ऊँचाई 
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आप किनारोों को निरंतर गिनते हुए इसे एक साथ भी बना सकते हैैं—

लंबाई चौड़ाई

ऊँचाई

इसी प्रकार आप ऊँचाई अक्ष अथवा लंबाई अक्ष के अनुदिश अभिविन््ययासित आकृतियोों का 
भी चित्रण कर सकते हैैं। 

आपके चित््राांकन मेें समदरूीक पषृ्‍ठ पर ऊर््ध्ववाधर दिशा मेें बढ़ना ठोस की ऊँचाई अक्ष के 
अनुदिश बढ़ने के अनरुूप ह।ै इसी प्रकार कागज पर  अथवा  के अनुदिश आगे बढ़ना ठोस की 
क्रमश: लंबाई अथवा चौड़ाई (गहराई) अक्ष के अनुदिश आगे बढ़ने के अनरुूप ह।ै

समदरूीक पषृ्‍ठ पर दिशाओ ंऔर ठाेस के अक्षषों के मध्‍य का संबंध ठोस की आकृति को समझाने 
मेें इतना प्रभावी क्‍यों ह?ै

हम परू््व मेें ही दखे चकेु हैैं कि समातर रेखाओ ंका प्रक्षेपण समातर रेखाए ँही होती हैैं। ज््ययामिति 
का यह तथ््य सुनिश््‍चचित करता ह ैकि किसी ठोस वस््‍ततु या पदार््थ मेें समातर किनारोों के तीन समहू 
(ऊँचाई, लंबाई तथा चौड़ाई के संगत) समदरूीक पषृ्‍ठ पर समातर किनारोों के तीन समहूोों — |, 
, तथा  के रूप मेें प्रक्षेपित होते हैैं। इसके अतिरिक्‍त प्रक्षेपण का समदरूीक व््यवहार पुष्‍ट‍ि करता ह ै
कि तीन अक्षषों के अनुदिश इकाई दरूियोों का प्रक्षेपण समान होता ह।ै

क््यया आप समदरूीक पषृ्‍ठ पर अन््य टैट्रिस आकृतियोों का चित्रण कर सकते हैैं?

आइए, पता लगाएँ
1.	 चित्र 4.8 मेें दर््शशाए गए 5 प्रकारोों के अतिरिक्‍त क््यया चार घनोों को उनके फलकोों के 

अनुदिश चिपकाने के कुछ अन््य प्रकार भी हैैं? क््यया आप इन कल््पनाओ ंके साथ-ही 
इनका चित््राांकन भी कर सकते हैैं? 

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

लंबाई चौड़ाई

ऊँचाई
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2.	नीच ेदी गई आकृतियोों को समदरूीक ग्रिड पर बनाइए।

�[ सकेंत— यह ध््‍ययान रखने योग्‍य ह ैकि ऊँचाई के अनुदिश चित्रित किया जाने वाला किनारा 
नीच ेसे ऊपर की ओर जाता ह ैअथवा ऊपर से नीच ेकी ओर जाता ह।ै इसी के अनसुार ग्रिड 
पर या तो ऊँचाई अक्ष की दिशा मेें या उसके विपरीत दिशा मेें रेखाखडं बनाइए।]

3.	इस गेेंद के मार््ग मेें क््यया कुछ विशषे ह?ै समदरूीक पषृ्‍ठ पर इसकी पनु: रचना कीजिए। 

�[सकेंत — इस चित्र के उस भाग पर ध््ययान दीजिए जो भौतिक रूप से बनाने योग््य ह ैऔर उसके 
तीन प्राथमिक अक्षषों की पहचान कीजिए।]

4.	 दिए गए त्रिभुज का अवलोकन कीजिए।

(i)	 क््यया वास््तविक घनोों से इस प्रतिरूप की रचना करना संभव होगा? बताइए इस असंभव 
त्रिभुज के अग्र, ऊध्‍‍‍र््व और पाश्‍‍र््व रूप कैसे हैैं? 

(ii)	 समदरूीक पेपर पर इसकी पनु: रचना कीजिए।
(iii)	 बताइए यहाँ भ्रम की स््थथिति क््योों बनती ह?ै

गण‍ि�ित 
चर्चाा�

गण‍ि�ित 
चर्चाा�
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	• खडंक (Fractals) प्रकृति तथा कलाओ ंमेें मिलने वाली स््व-समरूप ज््ययामितीय रचनाए ँहैैं। 

	• सिएरपिस््ककी चटाई, सिएरपिस््ककी गास््ककेट  और कोच हिमकण गणितीय खडंक के कुछ उदाहरण हैैं। इन््हेें कुछ 
ज््ययामितीय संक्रियाओ ंको पनु:-पनु: दोहराकर प्राप्‍त किया जा सकता ह ैजो खडंक बनाने वाली आकृतियोों 
का अनकु्रम बनाते हैैं। 

	• घनाभ, चतषु््फलक, बेलन, शकुं, प्रिज््म, पिरामिड और अष्‍टफलक कुछ ऐसे ठोस हैैं जिन््हेें उपयुक्‍त जाल 
को मोड़कर बनाया जा सकता ह।ै 

	• एक घनाभ की सतह पर दो बिदओु ंके मध््य सबसे छोटा मार््ग, घनाभ के उपयुक्‍त जाल का उपयोग करके 
प्राप्‍त किया जा सकता ह।ै 

	• किसी भी ठोस वस््ततु को समतल सतह पर प्रदर््शशित करने के लिए उसके समतल सतह पर प्रक्षेपण का उपयोग 
किया जा सकता ह।ै सामान््यत: इसके लिए हम वस््ततु के अग्र दृश््य (ऊर््ध्ववाधर तल पर प्रक्षेपण), ऊर््ध््व दृश््य 
(क्षैतिज तल पर प्रक्षेपण) और पाश्‍‍र््व दृश््य (पाश्‍‍र््व तल पर प्रक्षेपण) का प्रयोग करते हैैं। 

	• एक घन को इस प्रकार घुमाया जा सकता ह ैकि प्रक्षेपण मेें उसके सभी किनारोों की लंबाई समान हो। इस 
प्रक्षेपण को समदूरीक प्रक्षेपण कहा जाता ह।ै विभिन््न ठोस वस््‍ततुओ ंके समदरूीक प्रक्षेपणोों का चित््राांकन 
समदरूीक बिदुकित जाल पेपर का उपयोग करके किया जा सकता ह।ै

सारांश
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